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5 февраля 2023 г. на 88-м году жизни скончался известный российский математик, доктор физико-мате-
матических наук, профессор кафедры оптимального управления факультета вычислительной математики 
и кибернетики, заслуженный профессор Московского государственного университета Федор Павлович 
Васильев. Ушел из жизни крупный ученый, выдающийся педагог и замечательный человек.

Федор Павлович родился 24 июля 1935 г. в селе Суккулово Ермекеевского района Башкирской АССР 
в семье сельского учителя Васильева Павла Агаповича, 1898 года рождения, и колхозницы Анисии Ива-
новны, 1899 г. рождения. Отца он лишился рано, во время войны, когда учился в Суккуловской семилет-
ней школе (1942—1949); Павел Агапович погиб на фронте в январе 1943 г. в боях под Ленинградом. Мать 
Анисия Ивановна умерла в 1965 г.
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(1935–2023)
ПАМЯТИ ПРОФЕССОРА ФЕДОРА ПАВЛОВИЧА ВАСИЛЬЕВА

Этот номер посвящен памяти члена Редколлегии журнала профессора 
Ф. П. Васильева и профессора Б. Т. Поляка, который был многолетним 

автором и рецензентом нашего журнала. Выпуск составлен из работ  
учеников и коллег Ф. П. Васильева и Б. Т. Поляка.

УДК 519.653:519.658
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C 1949 по 1953 г. он учился в Белебеевском педучилище, окончил его с отличием, после чего с 1953 г. 
по 1955 г. работал по распределению учителем физики и математики в семилетних школах Чарджоусской 
области Туркменской ССР.

Любовь к математике и стремление к более глубокому ее познанию привели Федора Павловича на 
механико-математический факультет Московского государственного университета им. М. В. Ломоносо-
ва, куда он поступил в 1955 г. и окончил в 1960 г. с отличием. В студенческие годы ему посчастливилось 
учиться у многих выдающихся педагогов, из которых он с особой теплотой вспоминал Петра Лаврентьевича 
Ульянова (математический анализ), Анну Петровну Мишину (высшая алгебра) и Алексея Серапионовича 
Пархоменко (аналитическая геометрия).

С 1960 по 1963 г. Федор Павлович учился в аспирантуре механико-математического факультета, где 
под руководством доцента Бориса Михайловича Будака подготовил и успешно защитил в 1964 г. диссер-
тацию «Разностный метод решения задач типа Стефана для квазилинейного параболического уравнения 
с разрывными коэффициентами», став кандидатом физико-математических наук.

Научная деятельность Федора Павловича Васильева развивалась непрерывно, успешно и плодотворно. 
В 1986 г. он защитил диссертацию «Методы решения неустойчивых экстремальных задач с неточно задан-
ными исходными данными» на соискание ученой степени доктора физико-математических наук. Всего им 
было опубликовано свыше 250 научных работ, в том числе 18 монографий, учебников и учебных пособий. 
Основные научные результаты были получены Федором Павловичем в области методов решения краевых 
задач с неизвестной границей для параболических уравнений, задач быстродействия для управляемых 
систем в банаховых пространствах при наличии фазовых ограничений, по обобщению метода моментов 
для задач оптимального управления системами с сосредоточенными и распределенными параметрами 
при наличии линейных и квадратичных ограничений, методов решения двойственных задач управления 
и наблюдения для распределенных систем, методов регуляризации различных классов неустойчивых задач 
минимизации и задач равновесного программирования и регуляризации базовых итерационных методов 
решения таких задач, в которых неточно заданы не только целевая функция, но и допустимое множество, 
на котором ищется точка минимума или точка равновесия.

Ко всем исследованиям Федор Павлович Васильев активно привлекал своих учеников, 27 из которых 
стали кандидатами физико-математических наук. Впоследствии 9 из них успешно защитили докторские 
диссертации: 8 — по физико-математическим наукам и 1 — по философии. Под научным руководством 
Федора Павловича в разное время стажировались 4 математика из Югославии. По полученным во время 
этих стажировок результатам все они затем защитили в Белградском университете докторские диссерта-
ции, а один из них — М. Ячимович — был избран академиком АН Черногории.

Большое внимание Федор Павлович Васильев уделял организации научной математической деятель-
ности. В течение длительного времени он был членом Экспертного совета по математике при ВАК СССР 
(1985—1990) и Экспертного совета по математике и механике ВАК РФ (1990—2014), а также входил в состав 
Экспертного совета по информатике при Российском фонде фундаментальных исследований (1993—1999). 
Федор Павлович являлся членом 3 диссертационных советов в МГУ имени М. В. Ломоносова: № 4 при 
ВМК МГУ (1976—1989), Д 501.001.44 (1989—2017) и К.501.001.11 (1998—2007). Он также входил в состав 
редколлегий математических российских и зарубежных журналов, таких как Журнал вычислительной 
математики и математической физики (с 1995 г.), Дифференциальные уравнения (с 2002 г.), Вычисли-
тельные методы и программирование (с 2000 г.), Вестник Московского университета. Серия 15: Вычисли-
тельная математика и кибернетика (с 1978 г.), Optimization Methods and Software (1992—2002), Mathematica 
Montisnigri (1993—2007). Наиболее заметный след оставил Федор Павлович именно в Журнале вычис-
лительной математики и математической физики, где активно работал в качестве эксперта-рецензента 
и регулярно публиковал собственные работы.

Педагогическая деятельность Федора Павловича Васильева началась на механико-математическом 
факультете МГУ имени М. В. Ломоносова в 1963 г. с должности ассистента, а в 1970 г. продолжилась 
на вновь открывшемся факультете вычислительной математики и кибернетики (ВМК). В 1966 г. Фе-
дор Павлович становится доцентом (на мехмате), а в 1989 г. — профессором (на ВМК). В 2000 г. ему 
было присвоено звание заслуженного профессора МГУ. Он работал на кафедрах вычислительной ма-
тематики мехмата МГУ и факультета ВМК, кафедре математической физики факультета ВМК (всеми 
ими заведовал академик А. Н. Тихонов), а с 1991 г. — на кафедре оптимального управления факультета 
ВМК (зав. каф. академик Ю. С. Осипов). За время работы Федор Павлович прочитал много основных 
и специальных курсов лекций, в которых затрагивались различные теоретические аспекты задач оп-
тимизации и управления, а также методы их решения. Будучи ассистентом и доцентом, он проводил 
также и упражнения по математическому анализу, дифференциальным уравнениям и математическому 
практикуму. Много сил Федор Павлович вкладывал в воспитание специалистов по прикладной мате-
матике, руководя научной работой студентов, аспирантов, соискателей и стажеров. Фундаментальную 
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роль в этом играл спецсеминар по методам оптимизации, организованный в 1963 г. И. С. Березиным, 
Б. М. Будаком и Ф. П. Васильевым на кафедре вычислительной математики мехмата МГУ. С 1970 г. этот 
семинар продолжил регулярную работу на факультете ВМК МГУ, причем Федор Павлович неизменно 
оставался его ведущим руководителем. В настоящее время спецсеминар работает на кафедре оптималь-
ного управления факультета ВМК, теперь уже под руководством учеников Федора Павловича. Наиболее 
широко известным лекционным произведением Федора Павловича несомненно является годовой основ-
ной курс «Методы оптимизации» (ранее «Экстремальные задачи»), который он бессменно и увлеченно 
читал на факультете ВМК с 1970 г.. Чтение именно этого курса позволило Федору Павловичу достаточно 
быстро выйти на уровень блистательного лектора и высококлассного педагога. Следует отметить, что 
материалы читаемых им курсов лекций нередко ложились в основу соответствующих учебных пособий, 
некоторые из которых, посвященные методам оптимизации и задачам линейного программирования, 
в большинстве российских вузов являются основными учебниками уже для нескольких поколений 
российских студентов.

Федор Павлович Васильев занимался популяризацией научно-технических знаний, прочитал ряд 
циклов лекций по линии общества «Знание», дважды удостаивался диплома первой степени на Всесоюз-
ном конкурсе на лучшие произведения научно-популярной литературы (в 1974 и 1979 гг.), неоднократно 
награждался грамотами Московской городской организации общества «Знание», Всесоюзного общества 
«Знание», а с 1975 по 1989 г. работал деканом факультета вычислительной математики в Московском го-
родском университете технического прогресса и экономических знаний. С 1974 по 2000 г. Федор Павлович 
работал в библиотечном совете факультета ВМК МГУ, причем с 1987 г. являлся его председателем. Еще 
в студенческие годы Федор Павлович был награжден медалью «За освоение целинных земель» (1957 г.). 
В дальнейшем его научно-педагогические достижения были отмечены следующими наградами: медаля-
ми «За доблестный труд. В ознаменование 100-летия со дня рождения В. И. Ленина» (1970 г.), «В память 
850-летия Москвы» (1997 г.), «Ветеран труда» (1998 г.), званиями «Заслуженный профессор Московского 
университета » (2000 г.), «Почетный работник высшего профессионального образования Российской Фе-
дерации» (2004 г.), премией имени М. В. Ломоносова за педагогическую деятельность (2010 г.), премиями 
по Программе развития МГУ (2016 и 2019 гг.) и Государственной премией Чувашской Республики в об-
ласти естественных и технических наук (2020 г.).

Федор Павлович Васильев оставил после себя богатое научно-образовательное наследие. Светлая память 
о Федоре Павловиче — коллеге, ученом и учителе, мудром, добром и очень скромном человеке — навсегда 
останется в сердцах его учеников и коллег, родных и знакомых.
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3 февраля 2023 г. после тяжелой болезни ушел из жизни Борис Теодорович Поляк — прекрасный чело-
век, выдающийся ученый, мудрый наставник, воспитавший целые поколения ученых.

Б. Т. Поляк родился 4 мая 1935 г. в Москве, где и прожил всю свою жизнь. Окончив школу с золотой 
медалью, он поступил на физико-химический факультет Московского института стали имени Сталина 
и закончил его в 1958 г., так что по образованию он — инженер-металлург. К окончанию института Борис 
Теодорович Поляк уже имел ряд опубликованных статей в журналах “Научные доклады высшей школы. 
Металлургия”, “Инженерно-физический журнал”, “Журнал технической физики” и др.

В 1960 г. Б. Т. Поляк поступил в аспирантуру мехмата МГУ, на кафедру вычислительной математики, 
которой тогда заведовал академик А. Н. Тихонов. Он закончил аспирантуру в 1963 г. и в следующем году 
защитил кандидатскую диссертацию, посвященную изучению методов типа градиентного спуска в абстракт-
ных функциональных пространствах. Впоследствии, работая в Вычислительном центре МГУ, он начинает 
читать лекции, ведет семинары. Именно в это время Б. Т. Поляк находит свою тему — оптимизацию, кото-
рая тогда еще даже не существовала как единая наука. Одним из первых он предложил общие методы для 
решения оптимизационных задач при наличии ограничений и методы минимизации негладких функций.
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Отметим три важнейшие статьи Б. Т. Поляка, вышедшие в 1963, 1964 и 1966 гг. в «Журнале вычислитель-
ной математики и математической физики». В [7] появляется знаменитое условие градиентного доминиро-
вания, оно же — условие Поляка-Лоясевича. Сейчас это одна из самых востребованных релаксаций понятия 
сильной выпуклости. В статье [8] Б. Т. Поляк предлагает метод оптимизации, впоследствии получивший 
название метод тяжелого шарика. Метод тяжелого шарика стал предтечей современных ускоренных 
методов выпуклой оптимизации, а сейчас его стохастические вариации являются одними из основных 
методов обучения нейронных сетей. В статье [9], написанной Б. Т. Поляком совместно с его учеником 
Е. С. Левитиным, предлагается метод условного градиента, устанавливаются неулучшаемые оценки его 
скорости сходимости, исследуется поведение метода проекции градиента. Эти три статьи имеют многие 
тысячи цитирований, они определили развитие численных методов оптимизации на десятилетия вперед.

В 1966 г. Б. Т. Поляк принимал участие в Международном математическом конгрессе, основные засе-
дания которого проходили в Главном здании МГУ. Там он смог познакомиться с ведущими западными 
учеными в области оптимизации, в частности, с Ральфом Рокафелларом.

С 1971 г. и до своих последних дней Борис Теодорович Поляк работал в ИПУ РАН, в лаборатории № 7 
«Адаптивных и робастных систем». После смерти Якова Залмановича Цыпкина, ближайшим соратником 
которого он был, Борис Теодорович Поляк возглавлял лабораторию — уже носящую имя Цыпкина — на 
протяжении полутора десятилетий, в свою очередь передав в 2013 г. руководство ею автору настоящей 
статьи.

В 1978 г. Б. Т. Поляк защитил докторскую диссертацию на тему «Методы оптимизации при наличии 
помех», в которой исследовал вопросы стохастической аппроксимации. Он обобщил методы оптимизации 
на задачи со случайными помехами, эти результаты составили основу исследования алгоритмов стохасти-
ческой аппроксимации для проблем оценивания, идентификации и адаптации. Б. Т. Поляк совместно 
с Я. З. Цыпкиным разработал оптимальные и робастные алгоритмы для подобных задач. При этом ему 
удалось перенести достижения современной статистики на стохастическую оптимизацию. Большую из-
вестность получил удивительный по простоте и изяществу метод стохастической аппроксимации с усред-
нением, сейчас известный как метод Поляка-Рупперта-Юдицкого. По словам Бориса Теодоровича, идея 
метода пришла ему во сне.

В 1983 г. вышла в свет знаменитая монография «Введение в оптимизацию», написанная Б. Т. Поляком 
еще в 1970-х гг. Вскоре она была переведена на английский язык и издана на Западе. Монография выдер-
жала два переиздания — в 2014 и 2019 гг., и хоть прошло более 40 лет, по ней до сих пор читаются лекции 
студентам по численным методам оптимизации. Не будет преувеличением сказать, что именно с трудов 
Бориса Теодоровича Поляка и началась современная оптимизация.

С конца 1980-х гг. интересы Б. Т. Поляка перемещаются в область робастной устойчивости. Ряд 
полученных им результатов вошел во многие учебники по робастному управлению. В его совместной 
с Я. З. Цыпкиным статье [12] 1990 г. установлен знаменитый частотный критерий робастной устой-
чивости, получивший название годографа Цыпкина-Поляка; мировую известность получила их пу-
бликация [13], вышедшая в следующем году. В 1994 г. совместно с Я. З. Цыпкиным он удостаивается 
Премии РАН имени А. А. Андронова за цикл работ «Робастность в задачах оценивания, оптимизации 
и устойчивости».

Бориса Теодоровича Поляка привлекали трудные задачи теории управления — такие как синтез ре-
гуляторов низкого порядка, построение разреженного управления, подавление ограниченных внешних 
возмущений, исследование эффекта всплеска. В частности, исследования, связанные с подавлением неслу-
чайных ограниченных внешних возмущений в линейных системах управления, завершились написанием 
монографии [5], которая была удостоена Премии РАН имени Петрова 2014 г.

Сложно даже перечислить направления, которыми занимался Б. Т. Поляк, и в развитие которых он 
внес свой вклад: от численных методов оптимизации, математического программирования, оценивания 
и идентификации до рандомизированных методов, робастных версий метода главных компонент, раз-
реженного управления, управления хаосом. Он активно занимался и преподавательской деятельностью 
в МФТИ, в Школе Яндекса, подготовил более 25 кандидатов и докторов наук, а в 2019 г. вышел в свет 
учебник [6] по теории автоматического управления, написанный при его участии.

Б. Т. Поляк — автор шести монографий, ему принадлежат более 200 статей в журналах и свыше 150 
докладов на российских и международных конференциях. В последние годы он вновь возвращается к оп-
тимизационным идеям, и появилась серия пионерских работ на стыке оптимизации и управления. Его 
последняя прижизненная научная статья [22], посвященная новым методам настройки ПИД-регуляторов, 
вышла в ноябре 2022 г.

Невозможно переоценить вклад Б. Т. Поляка в развитие оптимизации и теории управления. На его 
статьях и книгах воспитано не одно поколение ученых как в СССР и России, так и за рубежом. Его 
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научные заслуги и достижения были признаны и международной общественностью: он был почетным 
членом ИФАК, работал в университетах США, Франции, Италии, Израиля, Мексики, Тайваня, Фин-
ляндии и других стран, обладатель Золотой медали Европейской ассоциации по исследованию операций 
(Euro Gold Medal, 2012), лауреат премии Хачияна (INFORMS Optimization Society Khachiyan Prize, 2021). 
Трудно найти на карте мира страну, где Борису Теодоровичу не довелось побывать, он имел огромное 
количество научных контактов и в нашей стране, и за рубежом, которые очень часто впоследствии пе-
рерастали в дружеские.

Б. Т. Поляк был не только выдающимся ученым, он был прекрасным организатором и руководителем. 
В течение долгих лет он был заместителем главного редактора журнала «Автоматика и телемеханика», чле-
ном редколлегий ряда отечественных и западных журналов. Борис Теодорович четверть века руководил 
еженедельным научным семинаром ИПУ РАН по теории автоматического управления.

По инициативе и непосредственном активнейшем участии Б. Т. Поляка в течение десяти лет (2009—2018) 
проводились ежегодные Всероссийские традиционные молодежные летние школы «Управление, инфор-
мация и оптимизация», на которых талантливая молодежь со всей страны получала возможность слушать 
лекции крупнейших отечественных и зарубежных ученых. Сейчас эта линия успешно продолжается его 
коллегами из НИУ ВШЭ и МФТИ.

Б. Т. Поляк вел очень активный образ жизни и до своих последних дней участвовал в различных науч-
ных мероприятиях. Он был очень скромным, доброжелательным человеком, всегда готовым поделиться 
научными идеями, дать добрый совет. Светлые воспоминания о ярчайшей личности Бориса Теодоровича 
Поляка навсегда сохранятся в сердцах всех тех, кому посчастливилось с ним общаться и работать.

ИЗБРАННЫЕ ПУБЛИКАЦИИ Б. Т. ПОЛЯКА  
(ПОЛНАЯ БИБЛИОГРАФИЯ НА https://sites.google.com/site/lab7polyak)
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье мы рассматриваем задачу минимизации эмпирического риска (МЭР, англ. Empiri-
cal risk minimization, ERM), имеющую вид оптимизации конечной суммы: 

	 1

=1

argmin ( ) := ( ) ,
n

ind iw

w f w f w*

Î

ì üï ïï ïÎ í ýï ïï ïî þ
å


	 (1)

где dw Î   является параметром весов и каждая целевая функция : d
if ®  является гладкой и дважды 

дифференцируемой. Функция потерь fi(w) вычисляет разницу между предсказанием модели с параметрами 
весов w и целевым значением y. Целью является минимизация средней потери f w

n
f w

i

n
i( ) =

1
( )

=1å   на 
n данных =1{( , )}n

i i ix y , где xi — входная точка данных и yi — соответствующее целевое значение. В связи 
с нетривиальностью данной задачи решение в явном виде не всегда доступно, что подталкивает к применению 
численных методов оптимизации. Одним из таких численных методов является стохастический градиентный 
спуск (SGD) со следующим обновлением параметров весов:

	 1 = ( ),t t t i tw w f w+ - g Ñ  	 (2)

где tg Î   — размер шага метода. Использование мини-батчей для датасетов с большой размерностью при 
обучении значительно уменьшает время сходимости к оптимальной точке w*. Были проведены обширные 
исследования в области стохастических методов оптимизации первого порядка начиная с фундаментальных 
работ Г. Роббинса и С. Монро [1], Б. Т. Поляка [2], Б. Т. Поляка и А. Б. Юдицкого [3], А. С. Немировского 
и др. [4] и ускоренные версии от Г. Лан [5]. Стоить отметить, что каждая комбинация функции потерь 
и датасета требует отдельной ручной настройки размера шага tg  для поиска минимума, что делает tg  
гиперпараметром. Эта проблема ручной настройки tg  является одним из мотивирующим факторов 

DOI: 10.31857/S0044466924040016, EDN: ZKLWGL

Ключевые слова: машинное обучение, оптимизация, адаптивный размер шага, размер шага 
им. Б.Т. Поляка, предобусловленность.

Стохастический градиентный спуск (SGD) является одним из множества методов оптимизации, исполь-
зуемых для решения задач машинного обучения. Практичность и простота подобных методов привле-
кают не только исследователей, но и инженеров машинного обучения из индустрии. Однако одна из 
главных слабостей таких методов заключается в необходимости ручной настройки размера шага для эф-
фективного решения каждой конкретной оптимизационной задачи, функции потерь и данных. Стоха-
стический градиентный спуск с размером шага им. Б.Т. Поляка (SPS) – это метод, который предлагает 
правило обновления, не требующее точной ручной настройки размера шага для решения задачи. Цель 
настоящей работы – расширить SPS с помощью таких приемов предобуславливания, как методы Хат-
чинсона, Adam и AdaGrad, что, в свою очередь, улучшит эффективность SPS в случае с плохой обуслов-
ленностью задачи и данных. Библ. 31. Фиг. 5. 

Поступила в редакцию 02.11.2023 г. 
Переработанный вариант 16.12.2023 г. 

Принята к публикации 20.12.2023 г.  

1 Университет искусственного интеллекта им. Мохамеда бин Заеда, Абу-Даби, ОАЭ
* e-mail: farshed888@gmail.com 

** e-mail: chulu.xiang@mbzuai.ac.ae 
*** e-mail: kamzolov.opt@gmail.com 

**** e-mail: takac.mt@gmail.com 

© 2024 г.      Ф. Абдухакимов1,*, Ч. Сян1,**, Д. Камзолов1,***, М. Такач1,****

СТОХАСТИЧЕСКИЙ ГРАДИЕНТНЫЙ СПУСК  
С ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫМ РАЗМЕРОМ ШАГА им. Б. Т. ПОЛЯКА

УДК 517.97

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

576	 АБДУХАКИМОВ и др.

разработки методов с адаптивным размером шага, где tg  заменена адаптивно меняющимся выражением 
по ходу оптимизации. В последнее время такие адаптивные методы получили широкое распространение 
(см. [6]–[13]) особенно в области обучения глубоких нейронных сетей.

Другое направление адаптивных стохастических методов — стохастический градиентный спуск с размером 
шага им. Б. Т. Поляка, который был вдохновлен размером шага для субградиентных методов, предложенным 
Борисом Теодоровичем Поляком в 1969 г. (см. [14], [15]). Позже был предложен стохастический вариант 
этого шага в [16], [17] и другие различные расширения в [18]–[24]. В следующем разделе мы детально 
разберем некоторые из них.

Одним из главных предметов обсуждения статьи является получение методов, предназначенных для 
решения задач с плохой обусловленностью с помощью техники предобуславливания градиента. Несмотря 
на то что достижение идеального предобусловливания практически невозможно, наше решение использует 
различные техники, предложенные в таких адаптивных алгоритмах, как Adam [7] и AdaGrad [6], а также 
метод Хатчинсона [25].

Введем обозначения. Мы наделяем прямое пространство w ∈ E и двойственное пространство g ∈ E* 
сопряженными нормами w  и  g *  соответственно. Как частный случай для положительно-определенной 
матрицы B d d∈ ×  мы определяем двойственные евклидовы нормы: w Bw w

B
= ,

1/2 и  g g B g
B-

-
1

1 1/2
= , . 

Отметим, что ∇ ∈ ∗f w( ) E  и ∇ ∈ ∗2 ( )f w h E  для h ∈ E. Оператор   определяется как покомпонентное умножение 
двух векторов, также известное как произведение Адамара. Мы обозначаем diag(v) диагональную матрицу 
по заданному вектору v и вектор diagonal( )H Î d  как диагональ матрицы H ∈ ×d d . Для простоты мы 
также вводим следующее обозначение: (x)+ = max {0, x}.

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ И СВЯЗАННЫЕ РАБОТЫ
Давайте введем общее правило обновления для рассматриваемых методов как

	 1
1 = ,t t t t tw w B m-

+ - g  	 (3)

где tg  — размер шага, H Bt t= 1-  — специальная предобуславливающая матрица, и mt обозначает либо 
gt (градиент или его некоторая аппроксимация), либо первый момент градиента с параметром β1. Для 
объяснения этого обновления мы можем представить, что направление спуска mt шкалируется и вращается 
предобуславливающей матрицей Ht, и делается шаг с размером шага tg . Некоторые известные адаптивные 
методы первого порядка пользуются слегка упрощенной формой того же правила обновления:

	 1 = ,t t t t tw w m v+ - g  	 (4)

где mt и vt — первый и второй моменты, а mt/vt — покоординатное деление. Упомянутые типы шагов 
заключают в себе одну и ту же идею предобуславливания направления спуска и могут быть для простоты 
использованы взаимозаменяемо на протяжении всей статьи.

Таким же образом можно описать классические методы оптимизации. Например, для получения 
обновления SGD требуется обозначить предобуславливающую матрицу Bt = I, первый момент mt = gt  
и размер шага tg  как константу. Стоить отметить, что tg  в SGD является особенно важным гиперпараметром, 
который требует специальной настройки в соответствии с заданными данными и функцией потерь, 
а методы с адаптивным размером шага, некоторые из которых используют предобуславливающую матрицу, 
основанную на локальной кривизне функции потерь, были представлены для устранения этой проблемы.

Классические методы с размером шага им. Б. Т. Поляка не используют такую информацию, но, тем не 
менее, стоит умопянуть о том, как получить классический детерминистический размер шага им. Б. Т. Поляка. 
Рассмотрим выпуклую функцию f(w) и ограниченное сверху расстояние от wt + 1 до оптимальной точки w*:

	
2 2 22

1 ( ), где ( ) = 2 ( ) .t t t t tw w Q Q w w f w f g* * *
+ *

é ù- £ g g - - g - + gê úë û

Здесь tg  обозначает субградиент функции f(w), а f * — минимум функции. Минимизируя верхнюю границу 
( )Q g , мы получаем размер шага им. Б. Т. Поляка и можем выразить его через правило обновления (3):

	 [ ] 2

( )
= argmin ( ) = , = и = .t

t t t t
t

f w f
Q B I m g

g

*

gÎ
*

-
g g


 	 (5)

Подробный разбор доказательства приведен в [26]. Заметим, что размер шага (5) может быть применен 
только в том случае, когда оптимальное значение f * уже известно. Несмотря на то что иногда это значение 
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известно как f * = 0 (например в задачах классификации), детерминистическая природа данного метода 
делает его непрактичным. Для решения этой проблемы был представлен стохастический градиентный 
спуск с размером шага им. Б. Т. Поляка (SPS, Stochastic Gradient Descent with Polyak Step-size) (см. [17]) 
вместе с более практичной версией SPSmax, который ограничивает tg  постоянной bg :

	 SPS SPSmax
2 2

( ) ( )
= и = min , .

( ) ( )

i t i i t i
t t b

i t i t

f w f f w f

f w f w

* *

* *

ì üï ïï ï- -ï ïg g gí ýï ïÑ Ñï ïï ïî þ

 	 (6)

Метод SPS все еще требует знания fi
*, но при определенных режимах оптимизации стандартной 

нерегуляризированной функции потерь, таких как квадратичная задача для линейной регрессии 
и логистическая регрессия для классификации, оптимальное решение fi

* равно 0. Если f * = 0, то правило 
обновления SPS выражается как

	 γt
i t

i t
t t i t

f w

f w
H I m f w=

( )

( )
, = = ( ).

2
 ∇

∇
∗

и  	 (7)

Также существует другой способ получения метода SPS. Если предположить, что выполнено условие 
интерполяции, то мы можем решить (1) путем выборки i ∈ {1, 2,..., n} н. о. р.с.в. на каждой итерации t 
и решением нелинейного уравнения

	 w w w f wt
w d

t
i+

∈

−1
2= ( ) = 0.argmin


  т.ч.  	 (8)

Хотя приведенная выше проекция может иметь аналитическое решение для некоторых простых функций 
потерь, для большинства нелинейных моделей, таких как глубокие нейронные сети, не существует решения 
в замкнутой форме. Поэтому вместо точного решения мы можем линеаризовать fi(w) вокруг текущей 
итерации wt, чтобы получить 

	 w w w f w f w w wt
w d

t
i

t
i

t t
+

∈

− + ∇ −1

2
= ( ) ( ), = 0.argmin


т.ч 	

Правило обновления (7) и есть аналитическое решение этой задачи.
Вне режима интерполяции решение для (8) может не существовать. Поэтому вместо того, чтобы 

пытаться обнулить все функции потерь, мы можем попытаться приблизить их к нулю, минимизировав 
дополнительную переменную остатка (slack) следующим образом:

	
, 0

argmin
dw s

s
Î ³

	

	 т.ч. для   f w s i ni ( ) = 1, 2, , ;£ 
	

	 2

, 0

argmin
dw s

s
Î ³

	

	 т.ч. для   f w s i ni ( ) = 1, 2, , ;£  	

которые называются L1- и L2-остаточными минимизациями (см. [19]) соответственно. Отметим, что 
цель этого метода состоит в том, чтобы приблизить s к нулю, что позволяет решать задачи, в которых 
предположение интерполяции не выполняется.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В статье мы объединяем предобусловливание и варианты остаточно-регуляризованных методов 
SPS. Затем мы демонстрируем, что эти новые предобусловленные методы хорошо работают на плохо 
масштабированных и плохо обусловленных данных.

• Усовершенствованный SPS. Мы расширили методы SPS и представили три новых алгоритма: PSPS, 
PSPSL1 и PSPSL2, которые используют метод Хатчинсона, Adam и AdaGrad для предобусловливания 
градиентного шага с использованием размера шага им. Б. Т. Поляка для взвешенной евклидовой нормы. 
Правила обновлений наших методов в явном виде описаны ниже.
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• Имплементация в PyTorch. Мы разработали практические варианты наших методов в качестве 
оптимизаторов PyTorch и опубликовали программный код в нашем репозитории GitHub 1.

• Эмпирические Результаты. Мы привели несколько экспериментов с двумя разными задачами, чтобы 
сравнить наши результаты с SGD, Adam, AdaGrad и с вариантами SPS, в которых не применяются какие-
либо методы предобусловливания. Мы показали, что предложенные нами алгоритмы демонстрируют 
заметные улучшения на плохо обусловленных задачах.

4. ПРЕДОБУСЛОВЛИВАНИЕ

Данные могут быть плохо масштабированы и/или плохо обусловлены, тогда предобусловливание 
градиента — это один из способов улучшить сходимость алгоритмов. Методы, использующие 
предобусловливание, имеют следующее общее правило обновления:

	 1
1 = ( ),t t t t i tw w B f w-

+ - g Ñ 	

где d d
tB ´Î   — обратимая и положительно-определенная матрица. Метод Ньютона — один из самых 

наглядных примеров метода, использующего предобусловливание. В этом случае 2= ( )t tB f wÑ  и  = 1tg . 
Среди более современных и практичных методов с предобуславливанием отметим AdaHessian [27], Adagrad 
[6] и OASIS [28]. Эти методы включают кривизну функции потерь посредством адаптивных оценок Гессиана.

4.1. Метод Хатчинсона

Метод Хатчинсона (см. [25]) используется для оценки диагонали матрицы Гессиана. Для вычисления этой 
оценки метод Хатчинсона использует лишь несколько произведений Гессиана на вектор, которые, в свою 
очередь, можно эффективно вычислить с помощью быстрого автоматического дифференцирования (см. [29]). 
Произведение матрицы Гессиана ∇2f(w) и фиксированного вектора z можно вычислить через производную 
градиента по направлению. Чтобы понять, как этот метод используется для предобусловливания, сначала мы 
покажем, что затраты на вычисление произведения Гессиана на вектор близки к двух вычислениям градиентов, т. е.
	 2 ( ) = ( ( )).Tf w z z f wÑ Ñ Ñ  	 (9)

Затем мы можем вычислить диагональ Гессиана, используя метод Хатчинсона:

	 2 2diag( ( )) = ( ( ) ) ,f w z f w zé ùÑ Ñê úë û
 	

где z — случайный вектор с распределением Радемахера 2 или нормальным распределением, а ∇2f(w)z 
вычисляется с помощью произведения Гессиана на вектор, заданного в (9).

Можно доказать, что математическое ожидание 2( ( ) )z f w zÑ  является диагональю Гессиана (см. 
[30]). Используя это тождество, мы оцениваем диагональ Гессиана по заданному D0, генерируя случайный 
вектор z на каждой итерации и обновляя нашу оценку с использованием средневзвешенного значения 
следующим образом:

	 D D z f w zt t= (1 ) ( ( ) ),1
2β β− + − ∇ diag  	

где β ∈ (0,1) — параметр момента и

	 2
0 0

=1

1
= diag( ( ) ).

m

i i
i

D z f w z
m

Ñå  	

Наконец, чтобы гарантировать, что Dt  остается положительно-определенным, несмотря на возможную 
невыпуклость функций потерь, мы используем усечение и сохраняем только абсолютные значения элементов 
следующим образом: (D̂t)j, j = max{α,| Dt | j, j}.

Algorithm 1. Аппроксимация диагонали Гессиана с использованием метода Хатчинсона
1: Ввод: β ∈ (0,1), α > 0 
2: Инициализация: D

m
z f w z

i

m
i i0 =1

2
0=

1
( ( ) )∑ ∇diag   

3: for t = 1, 2,..., T  do

1 https://github.com/fxrshed/ScaledSPS.
2 zi ∈ {−1, +1} с равной вероятностью.
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4:      Генерируем случайный вектор z из Радемахера/нормального распределения 
5:      D D z f w zt t= (1 ) ( ( ) )1

2
0β β− + − ∇ diag   

6:      (D̂t)j, j = max{α,| Dt | j, j} 
7: Вывод: D̂T

4.2. Метод AdaGrad

AdaGrad — это метод стохастической оптимизации, который аппроксимирует Гессиан функции, 
чтобы адаптировать размер шага в зависимости от информации о кривизне. Ключевая идея заключается 
в использовании информации о кумулятивном квадрате градиента для шкалирования размера шага. 
В форме (4) правило обновления для AdaGrad может быть задано следующим образом:

	
=1

= и = .
t

t t
i

m v åt i ig g g 	

Накопление всех предыдущих градиентов в предобуславливателе vt приводит к уменьшению размера 
шага tg , что повышает производительность при разреженных данных (нечастых признаках), при этом 
ухудшается в случае плотных данных.

4.3. Метод Adam

Представленный в [7] Adam разработан для преодоления недостатков других популярных алгоритмов 
оптимизации, таких как AdaGrad [6] и RMSProp [31], путем включения как адаптивного размера шага, так 
и обновлений на основе метода “тяжелого шарика” (momentum). Правило обновления Adam предполагает 
вычисление скользящего среднего как для первого, так и для второго моментов градиентов. Первый 
момент — это среднее значение градиентов, а второй момент — нецентрированная дисперсия градиентов. 
Правило обновления для Adam может быть выражено в терминах (4) следующим образом:

	 mt
i

t t i

t
=

(1 )

1
,

1 =1 1

1

−

−

∑ −β β

β

 gi  vt
i

t t i

t
=

(1 )

1
,

2 =1 2

2

−

−

∑ −β β

β

 g gi i

	

где 0 < β1, β2 < 1 — два гиперпараметра, называемых коэффициентами первого и второго моментов. 
Смещенные оценки корректируются путем деления их на члены коррекции смещения, которые являются 
степенями скоростей затухания β1 и β2 соответственно.

5. ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЙ СТОХАСТИЧЕСКИЙ ГРАДИЕНТНЫЙ СПУСК  
С РАЗМЕРОМ ШАГА им. Б. Т. ПОЛЯКА

В этом разделе мы предлагаем новые методы, основанные на ранее описанных, таких как SPS. Прежде 
всего, чтобы описать их, мы рассмотрим задачу проекции на множество ограничений

	 w w w f wt
w d

t i+
∈

−1
2

= ( ) = 0.argmin т.ч.


 	 (10)

Обратите внимание, что ограничение fi(w)= 0 определено как условие интерполяции.
Определение 1. Мы предполагаем, что условие интерполяции выполняется для набора функций {fi(w)}n

i = 1 
по заданному набору данных {(xi, yi)}n

i = 1  с неотрицательными функциями потерь fi(w) ≥ 0, когда

	 т.ч. ( ) = 0 {1,2, , }.d
iw f w i n* *$ Î " Î  	

Одним из представленных методов, используемых в настоящей работе, является использование 
предобуславливания для улучшения скорости сходимости в случае плохо обусловленных данных. Чтобы 
получить это, мы изменяем норму в проекции (10) на взвешенную норму, основанную на предобуславливателе 

0tB  . Другой важной частью является линейная аппроксимация условия интерполяции fi(w) = 0. 
Согласно разложению Тейлора функции fi(w), линейное приближение (первого порядка) задается через 

( ) ( ) ( ),i i t i t tf w f w f w w w» + Ñ - . Мы используем это приближение, чтобы ослабить условие интерполяции, 
которое не допускает решения в явном виде для большинства нелинейных моделей. Другой способ получения 
аналитического решения — ввести дополнительную переменную остатка (описано позже).
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Предобусловленный SPS. Мы рассматриваем дифференцируемую выпуклую функцию fi и линеаризацию 
условия интерполяции. Чтобы вывести предобусловленное правило обновления, мы используем взвешенную 
норму в проекции, полученный метод мы называем PSPS (Preconditioned Stochastic Gradient Descent with 
Polyak Step-size). В настоящей статье мы рассмотрим три варианта предобуславливания, а именно, метод 
Хатчинсона и предобуславливание оптимизаторов AdaGrad и Adam.

Лемма 1 (PSPS). Пусть Bt  0  для всех 0t ³ , тогда итеративный явный шаг для задачи

	 w w w f w f w w wt
w d

t Bt
i t i t t+

∈

− + ∇ −1
2

=
1
2

( ) ( ), = 0


arg min , т.ч. 	

выражается как
	

( ) 1
1 2|| ( )|| 1

= ( ).
f wi t

t t t i t
f wi t Bt

w w B f w-
+

Ñ -

- Ñ 	

Отметим, что данный шаг может быть переформулирован в виде шага (3), где

	
( )

2|| ( )|| 1

= и = ( ).
f wi t

t t i t
f wi t Bt

m f w
Ñ -

g Ñ 	

Аналогичным образом мы можем применить предобуславливание для методов с остатком и получить 
следующие два метода: PSPSL1 и PSPSL2.

Лемма 2 (PSPSL1). Пусть Bt  0  для любых 0t ³  и  , > 0m l , тогда явный вид шага для задачи

	
w s w w s s s

f w

t t
w d s

t Bt t

i

+ +
∈ ≥

− + − +1 1
, 0

1
2

2 2, = ( )

(

  

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т.ч. tt i t tf w w w s) ( ),+ ∇ − ≤
	

выражается как
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Лемма 3 (PSPSL2). Пусть Bt  0  для любых 0t ³  и  , > 0m l , тогда явный вид решения задачи
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 	 (11)

выражается как
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где = 1 / ( )^ . Здесь остаточная параметр l  заставляет s быть ближе к 0, пока µ не дает st + 1 быть 
далеко от st.

6. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В этом разделе мы представляем эксперименты, проведенные с использованием предложенных нами методов 

и некоторых из наиболее популярных оптимизаторов: SGD, Adam и AdaGrad. Выбор этих методов оправдан 
тем фактом, что все они, за исключением SGD, используют адаптивный размер шага. В наших экспериментах 
каждый из этих методов представлен с разными размерами шага, чтобы показать разницу в сходимости.

Мы использовали датасеты из LIBSVM 3, а именно, mushrooms и colon-cancer, для иллюстрации эффективности 
предложенных методов, минимизирующих функцию потерь логистической регрессии и нелинейных наименьших 

3 https://www.csie.ntu.edu.tw/ cjlin/libsvmtools/datasets/
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квадратов в задачах бинарной классификации. Кроме того, каждый эксперимент дополнительно проводится на 
плохо обусловленной версии тех же наборов данных, где столбцы умножаются на вектор =1= {exp( )}d

i ie x , где xi 
генерируется из равномерного распределения с интервалом [−k, k]. На всех приведенных далее иллючтрациях 
термин k относится к этому коэффициенту шкалирования, где k = 0 — исходные данные.

Во время обучения предложенными методами мы применяли параметры остатка = 0.01l  и µ = 0.1. Для 
метода Хатчинсона мы применили α = 10−4 и β = 0,999. Гиперпараметры (за исключением размера шага) для 
других методов (SGD, Adam и т. д.) были сохранены в качестве значений по умолчанию. Все эксперименты 
проводились с пятью различными ключами генераторов случайности (seed), используя PyTorch 1.11.0.

Оптимизируемые функции. Пусть {(xi, yi)}n
i = 1 — это данные из выбранного датасета. Логистическая 

регрессия определена следующим образом:

	 f w
n

y x w
i

n
i iLogReg( ) =

1
(1 ( ))

=1∑ + − тlog exp ,	
где d

ix Î   и  { 1, 1}iy Î - + . Нелинейные наименьшие квадраты заданы как

	 f w
n

y x w
i

n
i iNLLSQ( ) =

1
( 1 / (1 ( ))) ,

=1
2∑ − + −exp т  	

где yi ∈ {0,1}.
На фиг. 3 мы сравниваем скорости сходимости SPS с предобуславливателем Adam и без него. Наблюдаем, 

что в случае плохо обусловленных данных нам необходимо точно настроить размер шага оптимизатора Adam, 
чтобы избежать расхождений, поскольку выбор одинаковых размеров шага в обоих версиях данных привело 
к расхождению с k = 6. Кроме того, мы можем наблюдать, как различные методы предобуславливания 
превосходят SPS без какого-либо предобуславливания как для исходных данных, так и для плохо обусловленных. 
Отсутствие необходимости ручной настройки размера шага является одним из преимуществ предобусловленных 
методов SPS. Аналогичные результаты можно наблюдать на фиг. 6 и 9 для датасета colon-cancer. На фиг. 3б 
мы видим, что шкалирование данных приводит к тому, что размер шага Adam приходится уменьшать по 
мере увеличения коэффициента шкалирования k, чтобы метод не расходился.

Мы также сравниваем наши методы с оригинальными SPS, SPSL1, SPSL2, SGD и Adam (фиг. 4 и 5).

Фиг. 1. Метод Adam vs PSPS с разным предобуславливанием для логистической регрессии на датасете mushrooms.
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Фиг. 3. Методы Adam vs PSPS с разным предобуславливанием для логистической регрессии на датасете colon-cancer.
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Фиг. 2. Методы AdaGrad vs PSPS с разным предобуславливанием для логистической регрессии на датасет mushrooms.
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Фиг. 4. Сравнение эффективности PSPSL1 и PSPSL2 с SPS, SGD и Adam для логистической регрессии на оригинальных 
и плохо обусловленных версиях датасета colon-cancer.
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Фиг. 5. Сравнение эффективности PSPSL1 и PSPSL2 с SPS, SGD и Adam для логистической регрессии на оригинальных 
и плохо обусловленных версиях датасета mushrooms.
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье мы изучили влияние предобуславливания на семейство методов SPS (стохастический градиентный 
спуск с размером шага им. Б. Т. Поляка). Мы предложили новые методы PSPS, PSPSL1, PSPSL2 в (11)–(13). 
Эксперименты проводились как в выпуклых, так и в невыпуклых случаях с двумя разными датасетами. 
В настоящей статье отсутствует теоретический анализ предлагаемых нами методов, который может быть 
проведен в качестве последующей исследовательской работы. Кроме того, интересно провести эксперименты 
с более сложными моделями, такими как глубокие нейронные сети.
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Abstract. Stochastic Gradient Descent (SGD) is one of the many iterative optimization methods that 
are widely used in solving machine learning problems. These methods display valuable properties and 
attract researchers and industrial machine learning engineers with their simplicity. However, one of the 
weaknesses of this type of methods is the necessity to tune learning rate (step-size) for every loss function 
and dataset combination to solve an optimization problem and get an efficient performance in a given 
time budget. Stochastic Gradient Descent with Polyak Step-size (SPS) is a method that offers an update 
rule that alleviates the need of fine-tuning the learning rate of an optimizer. In this paper, we propose 
an extension of SPS that employs preconditioning techniques, such as Hutchinson’s method, Adam, and 
AdaGrad, to improve its performance on badly scaled and/or ill-conditioned datasets. 

Keywords: machine learning, optimization, adaptive step-size, polyak step-size, preconditioning.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Данный обзор посвящен частичному разбору нескольких работ Б. Т. Поляка о сходимости методов 
градиентного типа, которые на многие десятилетия определили развитие численных методов оптимизации. 
В частности, продолжают активно цитироваться и развиваться в настоящее время. Прежде всего, речь 
пойдет о работах [1]–[15].

Подчеркнем, что в данной статье не планируется описывать научный путь Бориса Теодоровича. Мы 
коснемся лишь пары десятков статей из более чем 250-ти. Более подробно с научным путем Б. Т. Поляка 
можно познакомиться, например, по статьям [16], [17].

Структура обзора следующая. В разд. 2 описываются методы негладкой оптимизации и специальный 
способ адаптивного выбора шага (в литературе часто называется «шаг Поляка»). В частности, приводится 
субградиентный метод Поляка–Шора и вариант этого метода с переключением (для задач с функциональными 
ограничениями). Далее обсуждается вопрос о возможной линейной скорости сходимости таких методов, 
если минимум острый.

В разд. 3 излагаются методы гладкой оптимизации. Начинается изложение с описания условия 
градиентного доминирования, которое обобщает условие сильной выпуклости целевого функционала, 
не предполагая при этом даже выпуклости. Показывается, что при данном условии градиентный спуск 
глобально линейно сходится. Рассматриваются различные обобщения данного результата. В частности, на 
случай, когда градиент доступен лишь с заданным уровнем относительной неточности. Затем идет изложение 
метода условного градиента и некоторых современных результатов вокруг этого метода. В заключении 

DOI: 10.31857/S0044466924040028, EDN: ZKLBSS

Ключевые слова: градиентный спуск, условие градиентного доминирования (Поляка-Лоясиевича), 
острый минимум, субградиентный метод Поляка-Шора, условие ранней остановки, метод тяжелого 
шарика Поляка, стохастический градиентный спуск.

Представлен обзор современного состояния субградиентных и ускоренных методов выпуклой оп-
тимизации, в том числе при наличии помех и доступа к различной информации о целевой функции 
(значение функции, градиент, стохастический градиент, старшие производные). Для невыпуклых задач 
рассматривается условие Поляка-Лоясиевича и приводится обзор основных результатов. Рассматрива-
ется поведение численных методов при наличии острого минимума. Цель данного обзора — показать 
влияние работ Б. Т. Поляка (1935—2023) по градиентным методам оптимизации и их окрестностям на 
современное развитие численных методов оптимизации. Библ. 200. Табл. 1.

Поступила в редакцию: 15.09.2023 г. 
Переработанный вариант 06.11.2023 г. 

Принята к публикации 17.11.2023 г.

1 141700 Долгопрудный, М.о., Институтский пер., 9, НИУ МФТИ, Россия 
2 127051 Москва, Б. Каретный пер., 19, стр. 1, ИППИ РАН, Россия 

3 109004 Москва, ул. А. Солженицына, 25, ИСП РАН, Россия 
4 295007 Симферополь, пр-т акад. Вернадского, 4,  

Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского, Республика Крым, Россия   
* e-mail: gasnikov@yandex.ru  

© 2024 г.      С. С. Аблаев1,4, А. Н. Безносиков1,2, А. В. Гасников1,2,3,*, Д. М. Двинских1,2,3,  
A. B. Лобанов1,3, C. М. Пучинин1, Ф. С. Стонякин1,4 

О НЕКОТОРЫХ РАБОТАХ БОРИСА ТЕОДОРОВИЧА ПОЛЯКА  
ПО СХОДИМОСТИ ГРАДИЕНТНЫХ МЕТОДОВ  

И ИХ РАЗВИТИИ1)

УДК 519.85

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

1) Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект FSMG-2024-0011).



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

588	 АБЛАЕВ и др.

данного раздела описывается метод тяжелого шарика Поляка, который породил линейку современных 
ускоренных методов.

В разд. 4 приводятся результаты Поляка–Цыпкина и Поляка–Юдицкого–Рупперта, в которых возникают 
различные формы центральной предельной теоремы для выхода алгоритма типа стохастического градиентного 
спуска. Далее приводятся неасимптотические результаты, в том числе и для ускоренных вариантов 
стохастического градиентного спуска. В частности, рассматриваются так называемые мультипликативные 
помехи, которые в современных исследованиях чаще называют условием сильного роста, не ассоциируя 
это с пионерскими работами Б. Т. Поляка с соавторами. В заключении разд.4 рассматриваются 
рандомизированные безградиентные (также называемые поисковыми) методы. В условиях повышенной 
гладкости целевой функции обсуждается конструкция Поляка–Цыбакова, позволяющая строить хорошую 
модель производной по направлению целевой функции, исходя всего из двух проб.

2. НЕГЛАДКАЯ ВЫПУКЛАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

История развития методов негладкой оптимизации начинается в 60-е годы прошлого века и достаточно 
подробно описана в работе [18]. Наряду с работами Н. З. Шора [19] важный вклад в развитие этой области 
принадлежит Б. Т. Поляку (см. [11], [15]).

2.1. Субградиентный метод Поляка–Шора
Если не оговорено иное, то далее в тексте рассматриваются задачи вида

	 f x
x Q

( ) ,→
∈

min  	 (1)

где f(x) — необязательно дифференцируемая выпуклая функция, Q — выпуклое замкнутое подмножество 
n, f f x f xx Q

*
*= ( ) = ( )Îmin  .

В данном пункте мы поговорим про субградиентные методы для негладкой оптимизации и вклад Бориса 
Теодоровича Поляка. Хорошо известно, что при минимизации недифференцируемых функций возникает 
ряд проблем: неприменим метод покоординатного спуска, а субградиент целевой фyнкции не задает 
направление наискорейшего возрастания. В связи с этим Н. З. Шором был предложен субградиентный 
метод [20], являющийся прямым аналогом градиентного метода. Особенность идеи такого метода в том, что 
вместо градиента целевой функции в методе используется произвольный сyбградиент негладкой выпyклой 
фyнкции. Рассмотрим случай, когда Q — замкнyтое выпyклое подмножество n  с евклидовой нормой  × 2 . 
Пусть B x R x x x Rn n

2 * * 2
( , ) = : .∈ −{ }R �  Будем всюду далее обозначать субградиент f (некоторый элемент 

субдифференциала ∂ ( )f x(x)) в точке x как ∇f (x). Если функция f дифференцируема в точке x, то ∇f (x) — ее 
градиент. Итерация сyбградиентного метода при hk > 0 имеет следyющий вид:

	 x x h f x f x f xk
Q

k
k

k k k+ − ∇ ∇ ∈ ∂1 = { ( )}, ( ) ( ),Pr  	 (2)

где Pr arg minQ x Qy y x( ) := { }2∈ −  — оператор евклидова проектирования на множество Q. Одна из 
главных особенностей субградиентных методов состоит в том, что значения функции в этом методе 
могут не убывать монотонно с ростом количества итераций. Вообще, f не обязательно убывает вдоль 
направления −∇f (xk), обратного направлению сyбградиента в текyщей точке. Однако оказывается, что при 
этом возможно гарантировать монотонное убывание расстояния от текущей точки до точки минимума. 
Вторая особенность — это выбор шага сyбградиентного метода. Если выбирать постоянный шаг, то метод 
может не сходиться. Действительно, пycть для фyнкции одной переменной f (x) = | x |, x0 = −0.01 и выбран 
постоянный шаг hk = 0.02. Тогда итеративная последовательность метода (2) будет состоять всего из двyх 
точек −0.01 и 0.01 и не бyдет сходимости к точке минимума 0.

Интересный подход к выбору шага в сyбградиентном методе предложен Б. Т. Поляком. Он предложил 
при выборе шага использовать степень близости значения функции в текущей точке к минимальному. Это 
вполне возможно, если известно искомое минимальное значение функции f *. Например, если систему 
совместных линейных уравнений

	 〈 〉 ∈a x b i n xi i
n, = , = 1,2, , , ,  	

свести к минимизации функции

	 f x a x b
i

n

i i( ) = , ,
=1
∑〈 〉− 	
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то f * = 0. Также f * бывает известно в геометрических задачах — проекция точки на множество, нахождение 
общей точки системы множеств. Используя f *, можно построить адаптивный вариант шага (впервые он 
предложен в [11]), не содержащий таких параметров задачи, как константа Липшица целевой функции 
или расстояние от точки старта до множества решений:

	 h
f x f

f x
k

k

k
=

( )

( )
.

*

2

2

−

∇
 	 (3)

Такой шаг принято называть шагом Б. Т. Поляка. Для субградиентного метода с таким шагом известен 
следующий результат о сходимости (см. [2]).

Теорема 1. Пусть f (x) — выпуклая на n  функция, множество точек минимума X* которой не пусто. Тогда 
в методе (2) с шагом (3) x x Xk → ∈* * . При этом 

k

kk f x f
→∞

−lim ( ( ) ) = 0* .

Доказательство. Как известно, для всякой точки минимума x* ∈ X* верны неравенства

	
2 ( ( ) ( )) 2 ( ),

( )

* *

2

2

2

*
2

2 1

h f x f x h f x x x

h f x x x x

k
k

k
k k

k
k k k

− ≤ ∇ − ≤

≤ ∇ + − − + −− x*
2

2
.

 	

Поэтому

	

x x h f x
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f x f

k
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k
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+ − ≤ ∇ −

− − + −

−

1
*

2

2 2

2
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2

2
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=
( ( ) (xx

f x

f x f x

f x
x x

f x f
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k
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*
2

2

2
*

2
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2))

( )

2( ( ) ( ))

( )
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=
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∇
−

−

∇
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−
− xx

f x
x x

k

k*
2

2

2 *
2

2))

( )
.

∇
+ −

 	

(4) 

	  	

(5)

Таким образом, имеем
	 f x f

f x

k

k

( )

( )
0.

*

2

−

∇
→ 	

Более того, неравенство    x x x xk − ≤ −* 2
0

* 2   означает, что последовательность xk ограничена, 
и тогда  ∇ ≤f x Mk( ) 2 . Поэтому f x fk( ) *® . Следовательно, найдется подпоследовательность x x

kl ® * . 
Итак, получаем, что  x xk - * 2 монотонно убывает, а  x x

kl − →* 2 0. Отсюда x xk ® *. Ввиду (5) получаем

	
k

k

k

f x f

f x=0

* 2

2

2

( ( ) )

( )
< ,

∞

∑ −

∇
∞ 	

а из ограниченности  Ñf xk( ) 2  следует 
k

kf x f
=0

* 2( ( ) ) <
∞

∑ − ∞. Если предположить, что 
k

kk f x f
→∞

−lim ( ( ) ) > 0* , 

то f x f a kk( ) > /*-  для достаточно больших k, что противоречит условию 
k

kf x f
=0

* 2( ( ) ) <
∞

∑ − ∞ . Итак, 

k

kk f x f
→∞

−lim ( ( ) ) = 0* . Теорема 1 доказана.

Предыдущий результат означает, что для достижения точности ε > 0  решения задачи по функции 
гарантированно достаточно O(1 / )2ε  итераций. Данная оценка скорости сходимости неулучшаема на 
классе минимизационных задач с выпуклыми липшицевыми (как гладкими, так и негладкими) целевыми 
функциями. Хотя известны и другие подходы к выбору шага для субградиентного метода. Например, если 
при Q n=   предположить (здесь и всюду далее R x x   0

*
2

- ), что

	 ∇ ≤ ∈f x M x B x Rn( ) ( , 2),
2 2 *для всякого  	 (6)
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и выбрать шаг субградиентного метода, а также точку выхода следующим образом:

	
1

=0

1
= , = ,

N
N k

k

R
h x x

NM N

-

å  	 (7)

то будет выполняться неравенство

	 ( ) *( ) .
N MR

f x f x
N

- £  	 (8)

Неравенство (8) означает, что при выборе

	
2 2

2 2
= , =

M R
N h

M

ε
ε

 	 (9)

будет достигаться оценка f x f x
N





− ( )*    ε, которая оптимальна с точностью до умножения на константу. 

Действительно, известно, что точная нижняя оценка на классе задач выпуклой оптимизации с условием 
(6) для методов первого порядка вида

	 x x f x f xk k+ ∈ + ∇ ∇{ }1 0 0( ), , ( ) ,span   	 (10)

где для всех j k= 0,1, ,  верно ∇ ∈ ∂f x f xj j( ) ( ) , имеет вид (см. [21])

	 f x f x
MR

N
N( )− ≥

+
( )

1
.*  	 (11)

Представляется, что интерес выбора шага Б. Т. Поляка для сyбградиентного метода в том, что он в каждой 
точке позволяет учесть динамику значений целевой функции и не содержит параметров типа константы 
Липшица целевой фyнкции или оценки расстояния от начальной точки до множества точных решений 
задачи. Такого типа процедуры выбора шагов в оптимизационных методах часто называют адаптивными. 
Разным подходам к адаптивным процедурам при выборе шагов оптимизационных методов посвящаются 
все новые работы (см. [22]–[24]). В этом плане можно отметить многочисленные исследования в области 
универсальных градиентных методов (см. [25], [26]), адаптивных методов типа AdaGrad, да и разные 
модификации шага Б. Т. Поляка в детерминированном и стохастическом случаях (см. [22], [27]). Важно, 
что, помимо процедyры выбора шага, Б. Т. Поляк еще выделил и класс задач с острым минимyмом (см. [11]), 
для которого этот шаг позволил доказать резyльтат о сходимости сyбградиентного метода со скоростью 
геометрической прогрессии. Далее поговорим об этом результате и его развитии в современных работах.

2.2. Острый минимум и  линейная скорость сходимости субградиентного метода  
с  шагом Б. Т.  Поляка

Как видим, в описанных выше результатах оценки скорости сходимости субградиентного метода 
сублинейны. Получить линейную сходимость субградиентного метода можно лишь с помощью 
дополнительных предположений. Например, линейная скорость сходимости возможна для методов типа 
секущей гиперплоскости, применимых к задачам малой или умеренной размерности. Что касается задач 
большой размерности, то сходимость со скоростью геометрической прогрессии может позволить получить 
дополнительное предположение об остром минимуме

	 f x f x x
x X

( ) ,*

* *
* 2

− −
∈

   α min  	 (12)

где X* — множество точек минимума функции f на множестве Q, α > 0 — некоторое фиксированное 
положительное число. В частности, условие (12) верно для задачи евклидова проектирования точки x на 
выпуклый компакт X* ⊂ Q, причем f * = 0. Условие острого минимума было введено Б. Т. Поляком в [11]. 
Рассмотрим субградиентный метод (2) с шагом Б. Т. Поляка (3) для задачи минимизации f.

Теорема 2. Пусть f — выпуклая функция и для задачи минимизации f с острым минимумом используется 
алгоритм (2) c шагом Б. Т. Поляка (3). Тогда после k итераций алгоритма (2) верно неравенство
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Доказательство. Согласно (5) и условию острого минимума имеем
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 	 (13) 

Далее, получаем цепочку неравенств
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Теорема 2 доказана.
Следствие 1. Если в условиях предыдущей теоремы допустить, что f удовлетворяет условию Липшица 

с константой M > 0 (т. е. все нормы сyбградиентов f равномерно сверхy ограничены этой константой), то 
можно утверждать сходимость алгоритма (2) со скоростью геометрической прогрессии:
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2.3. Субградиентные схемы с  переключениями для задач с  ограничениями
Б. Т. Поляк внес существенный вклад и в изучение задач математического программирования. Ему 

принадлежит идея так называемых схем с переключениями по продуктивным и непродуктивным шагам (см. 
[28]). Общая идея подхода заключается в следующем: если в текущей точке значение ограничения достаточно 
хорошее, то спуск выполняем по целевой функции, а в противном случае — по функции ограничения. 
Такого типа подходам, которые интересны ввиду малых затрат памяти на итерациях, посвящаются все 
новые работы как для выпуклых задач большой и сверхбольшой размерностей (см. [29]–[32]), так и для 
некоторых классов невыпуклых задач (см. [29]). В последние годы некоторыми из авторов статьи были 
исследованы адаптивные субградиентные методы с переключениями для липшицевых задач выпуклого 
программирования, в том числе и для некоторых нелипшицевых и/или квазивыпyклых целевых функций 
(см. [30], [33]–[35]). Достаточно полное исследование стохастического варианта сyбградиентного метода 
с переключениями по продуктивным и непродуктивным шагам имеется в работе [36].

В этом пункте приводится результат о сходимости субградиентных методов со скоростью геометрической 
прогрессии для субградиентных схем с переключениями по продуктивным и непродуктивным 
шагам в случае выпуклых задач с ограничениями в виде неравенств. Случай квазивыпуклых задач 
с квазивыпуклыми ограничениями исследован в [35]. Будем рассматривать задачу с функциональными 
ограничениями вида

	
min f x

x Q g x

( ),

, ( ) 0,∈ ≤



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

 	 (16)

где f(x) и  g(x) — липшицевы функции. Всюдy далее будем считать, что задача (16) разрешима.

... 
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Algorithm 1. Адаптивный субградиентный метод для выпуклой целевой функции

Require: � � �> 0, > 0, , :
1
2

,0
0 0

2
*

0
2
2M x x xg ≥ −   множество Q.

1: I =: Æ  
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3: repeat
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7: N I® ,  
8: else

9: h
g x

N
g

N
=

( )
,

2

δ

 Ñ
 

10: x x h g xN
Q

N
N
g N+ − ∇( )1 = ( ) ,Pr  // “непродуктивные шаги” 

11: end if
12: N N← +1,  

13: until 
2 1

( )
| | .0

2

2
2
2

�

�
≤

∇
+ −

∈
∑
k I

kf x
N I

 

 

Ensure: black x f x
xk k I

k
 := ( ).

,
 arg min

Î

Рассмотрим теперь алгоритм 1, где I и J — множества индексов продуктивных и непродуктивных шагов 
соответственно, а | I | и | J | — мощности этих множеств.

Покажем пару примеров, несколько поясняющих смысл использования таких схем для задач 
с ограничениями.

Пример 1. Рассмотрим случай задачи с несколькими ограничениями

	 g x g x g xm( ) = { ( ), , ( )}.1max   	 (17)

Можно сэкономить время работы алгоритма за счет рассмотрения не всех функциональных ограничений 
на непродуктивных шагах. То есть на непродyктивных шагах вместо субградиента ограничения g(x) 
можно рассматривать субградиент любого из функционалов gm(x), для которого верно gm(xk) > ε. Другие 
ограничения при этом можно игнорировать. Легко проверить, что результат о сходимости алгоритма 1 при 
этом сохранится. Аналогичное замечание можно сделать и про иные подходы указанного типа (см. [33]).

Пример 2. Интересным примером приложений может быть использование схем с переключениями 
к задачам проектирования механических констрyкций, сводящихся к минимизации функций max-типа 
с разреженной матрицей A (см. [32], [37]):

	
y i d

i
i d

if y g y a y g ymax max max〈 〉 ±〈 〉−( ) ≤
≤ ≤

, : ( ) := , 1 = ( ) 0.
1 1 2 

 	 (18)

Основное преимущество применения субградиентного метода с переключениями для задач выпуклого 
программирования заключается в том, что сложность одной итерации сильно понижается за счет 
разреженности векторов ai, f. Из этого следует, что на каждом шаге

	 y y h g y y y h fk k
g

k k k
f

+ +− ⋅ ∇ + ⋅1 1= ( ) =или 	

в векторе y обновляется не больше чем r = O(1) элементов. Из того, что в каждом узле встречаются не 
более чем s стержней, следует, что обновление y влечет за собой обновление максимум sr скалярных 
произведений 〈ai, y〉.



	 О НЕКОТОРЫХ РАБОТАХ БОРИСА ТЕОДОРОВИЧА ПОЛЯКА ПО СХОДИМОСТИ... � 593

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

Теорема 3. После остановки алгоритма 1 для всякого Mg-липшицева квазивыпуклого ограничения g верно 
*( ) ( )f x f x δ- £  и  ( ) gg x Mδ£ . При этом в случае Mf -липшицевой функции f достаточное количество 

итераций для выполнения критерия остановки алгоритма 1 оценивается следующим образом:

	 N
M f

≥
{ }2 1,

.
0
2 2

2

�

�

max
	

Заметим, что на практике для реализации алгоритма 1 знание константы Липшица Mf  функции f(x) 
необязательно, достаточно остановить алгоритм после выполнения критерия остановки.

2.4.  Аналог условия острого минимума для задач с  ограничениями
Для выпуклых (в том числе негладких) липшицевых задач можно доказать сходимость субградиентного 

метода со скоростью геометрической прогрессии при дополнительном предположении о выполнении 
условия острого минимума (см. [35]). В частности (см. [2]), острым минимумом будет обладать задача вида

	
min ,

,

〈 〉 ∈

≤ ∈








c x x

Ax b b

n

m

, ,

,




 	 (19)

где c есть n-мерный вектор, A — матрица порядка m × n.
Если для линейных задач (19) возможно обойтись использованием обычного условия острого минимума 

(12), то в общем случае для нелинейных задач это уже не так.
Для такой постановки (16) будем использовать следующую вариацию понятия острого минимума (см. 

[35], [38]).
Определение 1. Будем говорить, что для задачи вида (16) выполняется условие острого минимума (“условный” 

острый минимум), если при некотором α > 0 для всех x справедливо неравенство

	 *
* 2

* *

max{ ( ) , ( )} .min
x X

f x f g x x xα
Î

- ³ -  	 (20)

Смысл такого подхода следующий. Поскольку задача (16) с ограничениями в виде неравенств, то 
в тех точках x, где эти неравенства нарушены, возможно *( )f x f£ , и тогда выполнение неравенства 
(20) возможно за счет положительного g (очевидный пример — когда в качестве ограничения выбирается 
функция расстояния от точки до допустимого множества). В случае же ( ) 0g x £  потенциально возможна 
ситуация, когда неравенство *

* 2
* *

( ) min
x X

f x f x xα
Î

- ³ -   справедливо, а на всем допустимом множестве 
было бы неверным. Рассмотрим некоторые примеры таких задач с “условным” острым минимумом.

Пример 3 (cпециальный вариант линейной задачи, см. [38]):

	 1min ,x-  	 (21)

	 1 2cos sin , = 0,1, ,19.
10 10
j j

x x j
π π

ρ ρ ρ
æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ £÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

  	 (22)

Как известно (см. [38]), в этой задаче точка минимума x* = (1,0), а оптимальное значение f * = −1. Отдельно 
целевая функция −x1, вообще говоря, не удовлетворяет условию острого минимума (12), поскольку зависит 
только от одной переменной из двух. Но при наличии ограничений (22) для этой задачи выполнен “условный” 
вариант острого минимума (20) при α = ρ / 2 (см. [38]). Выбор масштабирующего коэффициента ρ может 
влиять на значение параметра такого острого минимума.

Пример 4. Рассмотрим задачу

	 { }1 2 1 2

1 2 1 2

min ( , ) = ,

( , ) = max{ , } 0,

f x x x x

g x x x xε ε

ìï +ïíï - - £ïî
	

где ε > 0. В этом примере целевая функция удовлетворяет условию острого минимума (12). Действительно, 
f x x x( ) = | | | |1 2 +f x x x( ) = | | | |1 2 + , f * = 0, а x* = (0,0), и неравенство | | | |1 2 2x x x+ ≥ α  | | | |1 2 2x x x+ ≥ α  

 выполняется, например, при 
α = 1. Однако функциональные ограничения смещают точку минимума x* = (ε, ε), и условие острого 
минимума нарушается. А условному острому минимуму эта задача удовлетворяет, учитывая, что x* = (ε, ε), 
а минимальное значение функции f * = 2ε.
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Пример 5 (задача классификации с ограничениями, см. [38]). Рассмотрим множество, состоящее из n 
пар:  = {( , )} =1a bi i i

n , где a pÎ   — вектор признаков, а bi ∈ {1, −1} — множество меток при i = 1, 2,...,n. Пусть 
M

pÎ  , F
pÎ   — два типа признаков. Мы хотим найти линейный классификатор x pÎ  , который 

не только минимизирует функцию потерь, но и правильным образом обрабатывает каждый элемент из 
множеств F  и M . Указанная задача сводится к следующей постановке:

	
x i

n

x
i in

b a xmin max
1

{0,1 },
=1
∑ − т 	

	 1
( ) ( ),

n
a x

n
a x

F a F
M a M∈ ∈

∑ ∑≥
 
�

�
�т т 	

	 1
( ) ( ),

n
a x

n
a x

M a M
F a F∈ ∈

∑ ∑≥
 

�
�

�т т 	

где κ Î (0,1]  — константа, nM и  nF — количество экземпляров из M  и  F  соответственно 
и  σ( ) := {0, {1,{0.5 }} [0,1]a x a xTT max min + ∈  — вероятность присваивания метки +1 предсказанию a.

Построим схему рестартов алгоритма 1 и 2 в предположении, что верно условие (20).
Algorithm 2. Рестарты алгоритма 1

Require: � � � �> 0, > 0, > 0, , :
1
2

,0
0 0

2
*

0
2
2M x x xg ≥ −   множество Q.

1: Set p = 1.  
2: repeat
3: хp— результат работы алгоритма 1 с параметрами δ p , θp , x0, где
4: x0 = хp,
5: θ θp p

=
1

2
,0  

6: �
��

p
p

gM
=

2 {1, }
.

max  
 

7: Set p p= 1.+

8: until p > 2 .2
0 log
�
�













  

Ensure: x p.

Для алгоритмов 1 и 2 верна следующая
Теорема 4. Пусть f(x) и g(x) — липшицевы функции с константами Mf и Mg соответственно, удовлетворяющие 

условию (20), и известна константа θ0 > 0 такая, что 2 0
2

*
0

2
2θ ≥ −  x x2 0

2
*

0
2
2θ ≥ −  x x . Тогда для алгоритма 1 можно подобрать 

параметр δ > 0 так, чтобы после

	 4
1, 1,

2
2 2

α
max maxM Mf g{ } { }










	

итераций было выполнено неравенство 
x X

x x
* *

* 2 0
1

2∈
− ≤min � �� θ . После p − 1 запусков алгоритма 2.4 (рестартов 

алгоритма 2.3) имеем

	
x X

p

p
x x

* *

1
*

2
0

1

2
.

∈

−
− ≤min  θ 	

Тогда для достижения ε -точного решения вида

	
x X

p
x x

* *

1
*

2∈

−
− ≤min  ε 	

достаточное количество обращений к субградиенту f или g можно оценить как

	 4
1, 1, 2 .

2
2 2

2
0

�

�
�

max max logM Mf g{ } { }





















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2.5. Субградиентные методы для слабо выпуклых  
и  относительно слабо выпуклых задач с  острым минимумом

Введенный Б. Т. Поляком класс выпyклых негладких оптимизационных задач с острым минимумом 
интересен тем, что на нем сyбградиентный метод имеет неплохие вычислительные гарантии (сходится со 
скоростью геометрической прогрессии). Однако представляется, что условие острого минимума достаточно 
существенно сужает рассматриваемый класс выпуклых задач. В этой связи интересно отметить наблюдение 
многих статей последних лет (см. [39]–[42]) о том, что многие возникающие в приложениях слабо выпуклые 
задачи имеют острый минимум. Это касается разных типов задач нелинейной регрессии, восстановления фазы, 
восстановления матрицы (matrix recovery) и др. Класс слабо выпуклых оптимизационных задач интересен, 
ему посвящаются все новые работы (см. [29], [39], [43]–[47]), но без дополнительных предположений 
скоростные гарантии достаточно пессимистичны. Однако в случае острого минимума недавно доказаны 
результаты о сходимости субградиентного метода со скоростью геометрической прогрессии при условии 
достаточной близости начальной точки к точному решению (см. [39]). При этом заметим, что в одном из 
этих результатов используется способ выбора шага, предложенный Б. Т. Поляком. Немного расскажем об 
этом направлении.

Как и ранее, рассматриваем задачи минимизации вида (1). Напомним, что функция : nf ®   
(аналогично и для функций :f Q ®  ) называется µ-слабо выпуклой (µ ≥ 0), если функция 

2
2( )

2
x f x x

µ
® +    выпукла. Для недифференцируемых µ-слабо выпуклых функций f  под 

субдифференциалом ( )f x¶  в точке x можно понимать (см. [39] и цитируемую там литературу) множество 
всех векторов ( ) nf xÑ Î  , удовлетворяющих неравенству

	 ( )2
( ) ( ) ( ), при .f y f x f x y x o y x y x³ + Ñ - + - ®  	 (23)

Известно (см. [39]), что все векторы-субградиенты ( ) nf xÑ Î   из (23) автоматически удовлетворяют 
неравенству

	 f y f x f x y x y x x y f x f xn( ) ( ) ( ),
2

, , ( ) ( ).
2
2≥ + ∇ − − − ∀ ∈ ∇ ∈ ∂

µ 
  

f y f x f x y x y x x y f x f xn( ) ( ) ( ),
2

, , ( ) ( ).
2
2≥ + ∇ − − − ∀ ∈ ∇ ∈ ∂

µ   	 (24)

Можно проверить, что слабо выпуклые функции локально липшицевы, и поэтому в качестве субградиентов 
можно использовать произвольный вектор из субдифференциала Кларка (см., например, [43]).

Известно немало примеров прикладных слабо выпуклых задач, которые не являются выпуклыми. Так, 
слабо выпуклыми будут задачи вида (см., например, [39])

	
x

f x h c xmin ( ) := ( ( )), 	

где : mh ®  выпукло и M-липшицево, а  : n mc ®   является C1 -гладким отображением с β -липшицевой 
матрицей Якоби. Нетрудно проверить, что при указанных допущениях  f — Mβ -слабо выпукла. В частности, 
в указанный класс задач входят задачи нелинейной регрессии с  h x x( ) = 1  h x x( ) = 1 

, где 1×   — 1-норма.
Интересно, что слабая выпyклость позволяет сyщественно расширить класс задач с yсловием острого 

минимyма, предложенного Б. Т. Поляком в [11]. Приведем еще пару достаточно популярных в современных 
приложениях примеров слабо выпуклых задач с острым минимумом.

Пример 6 (задача восстановления фазы). Восстановление фазы — распространенная вычислительная 
задача, имеющая приложения в различных областях, таких как визуализация, рентгеновская кристаллография 
и обработка речи (см. [40], [41], [45]).

Она сводится к задаче минимизации следующей функции:

	 2

=1

1
( ) = , ,

m

i i
i

f x a x b
m

-å  	 (25)

где n
ia Î   и  ib Î   заданы для каждого i = 1, 2,..., m. Данная целевая фyнкция имеет вид 

f x h c x x( ) := ( ( )) ® min , где h m:  ®  — выпуклая и M-липшицева функция, а  c n m:  ®  — это 
C1-гладкое отображение с β -липшицевым отображением Якоби. Как отмечено выше, такие фyнкции 
слабо выпуклы. В данном случае функция (25) µ -слабо выпукла (см. [44]) при

	 2
2

1
= 2 .max i

i m
aµ

£ £
 	 (26)

Более того, при соответствующей модели шума в измерениях фyнкция имеет острый минимyм (см. 
[40], утверждение 3).
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Пример 7 (см. [42]):
	 minimize

U n r U
m

y A UU
∈ × −











ξ( ) :=
1

( ) .
2

2T  	 (27)

Рассмотрим робастную задачу восстановления матрицы небольшого ранга (см. [42]), в которой измерения 
искажены всплесками. В частности, мы предполагаем, что

	 y A X s= ( ) ,∗ ∗+  	 (28)

где s m∗ ∈   — вектор всплесков-возмущений, у которого небольшая часть элементов имеет произвольную 
величину, а остальные элементы равны нулю. Кроме того, множество ненулевых элементов предполагается 
неизвестным.

Хорошо известно, что  2-функция потерь чувствительна к возмущениям, что приводит к недостаточной 
эффективности постановки (27) для восстановления базовой матрицы низкого ранга. Глобальные минимумы 
ξ в (27) отклоняются от базовой матрицы низкого ранга из-за всплесков, и большая доля всплесков приводит 
к большему возмущению. Напротив, функция потерь 1  более устойчива к выбросам и широко используется для 
обнаружения выбросов (см. [48]–[50]). Это привело к идее использовать функцию потерь 1  и факторизованное 
представление матричной переменной для решения надежной задачи восстановления малоранговой матрицы:

	 minimize T

U n r f U
m

y A UU
∈ × −



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






( ) :=
1

( ) .
1

 	 (29)

Известно (см. [42]), что эта целевая функция слабо выпуклая и обладает острым минимумом.
Отметим, что для слабо выпуклых задач характерны многие проблемы сходимости вычислительных 

процедур, свойственные общей невыпуклой ситуации. Например, нет возможности гарантировать 
сходимость градиентного метода даже к локальному минимуму.

Пример 8. Действительно (см. [51]), пусть

	 f x f x x x x x( ) ( , ) =
1
2

1
4

1
2

.(1) (2) (1) 2 (2) 4 (2) 2
≡ ( ) + ( ) − ( ) 	

Это слабо выпуклая задача, поскольку добавление к f половины квадрата нормы x приводит к выпуклой 
функции. Градиент целевой функции имеет вид

	 ∇ ( ) −





f x x x x( ) = ,(1) (2) 3 (2)

T

, 	

откуда следует, что существуют только три точки, которые могут претендовать на локальный минимум: 
x x x1

*
2
*

3
*= (0,0), = (0, 1), = (0,1).-  Вычисляя матрицу Гессе

	 ∇
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,f x

x
	

заключаем, что x2
*  и  x3

*  являются точками изолированного локального минимума, в то время как x1
*  есть 

только стационарная точка нашей функции. Действительно, f x( ) = 01
*  и  f x e( ) = / 4 / 2 < 01

*
2

4 2+ ( )−( )ε ε ε  
при достаточно малых ε. Рассмотрим траекторию градиентного метода, начинающуюся в точке x0 = (1,0). 
Обратим внимание на то, что вторая координата этой точки 0, поэтому вторая координата для Ñf x( )0  также 0. 
Следовательно, вторая координата точки x1 равна нулю и т. д. Таким образом, вся последовательность точек, 
образованная градиентным методом, будет иметь нулевую вторую координату, что означает сходимость 
этой последовательности к  x1

* .
Теорема 5 (см. [39]). Пусть f µ -слабо выпукла и имеет α-острый минимум (α,µ > 0), а точка x0: 
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− ≤min    �� �  для некоторого фиксированного γ ∈ (0;1). Тогда для метода (2) с шагом (3) верно 
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Следствие 2. Если в условиях предыдущей теоремы допустить, что f удовлетворяет условию Липшица 
с константой M > 0, то можно утверждать сходимость алгоритма (2) со скоростью геометрической прогрессии:
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Отметим, что в условиях теоремы 5 нулевой (суб)градиент возможен только в точке *
kx XÎ , поскольку 

справедливо следующее
Предложение 1 (окрестность множества X* не имеет стационарных точек). Задача минимизации µ -слабо 

выпуклой функции f c α -острым минимумом не имеет стационарных точек x, удовлетворяющих условию

	 * 2
* *

2
0 < < .min

x X
x x

α
µÎ

-  	 (31)

3. ГЛАДКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

Пожалуй, основным атрибутом гладкой оптимизации является наличие моментного ускорения, роль 
которого, по-видимому, впервые была отмечена в 1964 г. в работе Б. Т. Поляка (см. [9]). Отметим, что в этой 
работе (как и в работе по негладким методам 1969 г., см. [11]) были заложены основы разработки численных 
методов оптимизации на базе непрерывных аналогов (дифференциальных уравнений, порождающих при 
дискретизации итерационный процесс). Впоследствии аналогичным образом неоднократно разрабатывались 
новые численные методы оптимизации (см. [52]–[55]). Однако наличие гладкости дает возможность не 
только ускорения скорости сходимости. В данном разделе, следуя работам Б. Т. Поляка в основном 60-х 
годов прошлого века, продемонстрировано, какие дополнительные возможности приобретаются при 
наличии гладкости (липшицевости градиента целевой функции).

3.1. Условие градиентного доминирования (Поляка–Лоясиевича)
В 1963 г. Б. Т. Поляк (см. [1]) предложил простое условие, достаточное для того, чтобы показать глобальную 

линейную скорость сходимости градиентного спуска для достаточно гладких задач. Это условие является 
частным случаем неравенства Лоясиевича, предложенного в том же году (см. [56]), и не требует сильной 
выпуклости (или даже выпуклости). Условие вида (32) называется условием градиентного доминирования 
или же условием Поляка–Лоясиевича (PL-условием) (см. [1], [56]–[58]): 	

	 2
* 2

1
( ) ( ) ( ) .

2
nf x f x f x x

µ
- £ Ñ " Î   	 (32)

Как правило, в литературе это условие называют условием Поляка–Лоясиевича, но стоит отметить еще 
работу Лежанского (см. [57]), в которой оно появилось независимо. По-видимому, правильнее называть 
(32) условием Лежанского–Поляка–Лоясиевича. Зачастую в теоретических приложениях данное условие 
используется как ослабление сильной выпуклости, так как любая µ -сильно выпуклая функция удовлетворяет 
PL-условию с константой µ.

В последние годы условие градиентного доминирования обширно исследуется в различных областях 
оптимизации и смежных науках. Толчком к возрождению интереса к этому условию послужила работа [58], 
в которой авторы показали, что PL-условие слабее тех условий, которые ранее использовались для получения 
линейной скорости сходимости без сильной выпуклости. Также в этой работе PL-условие использовалось 
для проведения нового анализа рандомизированных и жадных методов покоординатного спуска, а также 
стохастических градиентных методов в различных постановках. Было предложено и обобщение результатов 
на проксимальные градиентные методы, позволяющее несложно доказать их линейную скорость сходимости. 
Попутно были получены результаты сходимости для широкого круга задач машинного обучения: метода 
наименьших квадратов, логистической регрессии, бустинга, устойчивого метода обратного распространения 
ошибки, L1-регуляризации, метода опорных векторов.

Приведем несколько примеров задач, в которых условие градиентного доминирования возникает 
естественным образом.

Пример 9 (PL-условие для нелинейных задач). Пусть f x x y( ) =
1
2

( ) 2
2

 Φ - , где Φ :  d n®  
дифференцируемо. Тогда f удовлетворяет PL-условию, если существует такое µ > 0, что для всех dx Î   
имеет место равномерная невырожденность матрицы Якоби:
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Действительно, достаточно написать

	 ∇ − ≥ − ≥ −f x D x x y x y f x f x f x( ) = ( ) ( ( ) ) ( ) = 2 ( ) 2 ( ( ) ( )).
2
2

2

2

2
2

*� � �T � � � 	

В качестве Φ(x) может выступать, например, система нелинейных уравнений. В частности, из этого 
можно получить, что функции Розенброка и Нестерова–Скокова локально удовлетворяют условию 
Поляка–Лоясиевича.

Обратим внимание, что допущение (33) предполагает d n³ . Это верно, если, например, Φ задает 
перепараметризованную нейронную сеть (более точные рассуждения с опорой на использование структуры 
нейронной сети см. в [59]).

В некоторых задачах целевая функция обладает PL-условием не на всем пространстве, а только на каком-то 
множестве. Однако, если траектория вычислительного метода не выводит итеративную последовательность 
за рамки этого множества, то, конечно, можно применять PL-условие для анализа сходимости метода.

Пример 10 (композиция сильно (строго) выпуклой и линейной функций). В [58] показано, что если 
функция f имеет вид f(x) = g(Ax), где g — сильно выпукла, то f удовлетворяет PL-условию. Функции данного 
вида часто возникают в машинном обучении (например, метод наименьших квадратов). Если ослабить 
условие сильной выпуклости функции g до строгой выпуклости, то функция f также будет удовлетворять 
PL-условию, однако уже не на всем пространстве, а только на произвольном компакте. Например, из 
данного факта следует, что целевая функция задачи логистической регрессии

	 f x b a x
i

n

i i( ) = 1 ( )
=1
∑ +( )log exp T 	

локально (т. е. на всяком компакте) обладает PL-условием.
Приведем также пример функции с условием градиентного доминирования, связанной с теорией 

оптимального управления. Этот достаточно интересный класс функций с условием градиентного 
доминирования был получен совсем недавно И.Ф. Фатхуллиным и Б. Т. Поляком в [60]. 

Пример 11 (см. [60]). Пусть задана линейная система управления
	 x t Ax t Bu t( ) ( ) ( )= ,+   y = Cx,	
где x t n( ) Î   — состояние системы, а  y t l( ) Î   — управление; с начальными условиями x(0), распределенными 
случайно с нулевым средним и ковариационной матрицей Σ (x x(0) (0) =T Σ ); с критерием качества вида

	 f K x t Qx t u t Ru t dt Q R( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) , , 0,
0


∞

∫ +( )T T
 	

заданным на множестве S с целью найти матрицу обратной связи по состоянию u(t) = −Kx(t), минимизирующую 
f(K). Тогда, если известен K0 — стабилизирующий регулятор, то градиент ∇f(K) липшицев на множестве 
уровня S K f K f K0 0= : ( ) ( )≤{ } , а для f выполнено условие градиентного доминирования со следующей 
константой µ:

	 �
� � �

� �

=
( ) ( ) ( )

8 ( )
( )

( ) ( )

1 1
2

1

* 2
2
2

0

1 1

R Q

f K A
B f K

R

�

�
+













2
, 	

где K* — точка минимума f на множестве S. Здесь λi(X) — собственные числа матрицы m mX ´Î  , 
занумерованные в порядке возрастания их действительных частей, т. е. Re 1( )Xλ £ Re 2( )Xλ £ £  Re λm(X).

Отметим, что функция f(K) достаточно гладкая (имеет липшицев градиент), но невыпуклая.
Таким образом, условие Поляка–Лоясиевича верно для достаточно большого класса невыпyклых задач. 

Тем не менее, оно позволяет обосновать сходимость градиентного метода со скоростью геометрической 
прогрессии. Приведем оценку скорости сходимости градиентного метода для L -гладких функций с условием 
Поляка–Лоясиевича. Будем рассматривать задачи минимизации функции f, удовлетворяющей PL-условию 
(32), а также условию Липшица градиента

	 ∇ −∇ ≤ − ∀ ∈f x f y L x y x y n( ) ( ) , .
2 2

  	 (34)

Справедлива следующая
Теорема 6. Пусть дана задача безусловной оптимизации arg min f(x), где функция f является L-гладкой 

и удовлетворяет PL-условию с константой µ. Тогда градиентный метод с постоянным шагом 1 / L вида
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	 1 1
= ( )k k kx x f x

L
+ - Ñ  	 (35)

имеет линейную скорость сходимости, т. е. 

	 0 0
* * *( ) ( ) 1 ( ( ) ( )) exp ( ( ) ( )).

k
kf x f x f x f x k f x f x

L L
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 	 (36)

Доказательство. В силу L -гладкости функции f
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Пользуясь правилом обновления (35), получаем
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Из PL-условия имеем
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Из (37) и (38) путем преобразований следует 
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Рекурсивное применение последнего неравенства и дает требуемый результат (36). Теорема 6 доказана.
Доказанная верхняя оценка скорости сходимости из теоремы 6 известна уже около 60 лет. До недавнего 

времени вопрос о ее оптимальности оставался открытым. В последние дни 2022 г. был выложен препринт [61], 
в котором обоснована оптимальность этой оценки на классе гладких задач с условием Поляка–Лоясиевича.

Отметим, что существует аналог условия Поляка–Лоясиевича для седловых задач, так называемое 
двухстороннее условие Поляка–Лоясиевича, которое позволяет получить ряд схожих результатов (см. 
[62]–[64]). Будем рассматривать седловую задачу 

x y
f x yminmax  ( , ). Говорят, что функция f(x,y) удовлетворяет 

двустороннему PL-условию, если существуют такие константы µ1 и µ2, что ,x y"
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Примеры функций, удовлетворяющих двустороннему PL-условию:
• f(x,y) = F(Ax,By), где F(·, ·) — сильно-выпукло-сильно-вогнутая и A, B — произвольные матрицы.
• Невыпукло-невогнутая 2 22 2 2( , ) = 3 4 10sin sin sinf x y x x y y y+ - -  (µ1 = 1 /16, µ2 = 1 /14) (см. [62]).
• Релаксация задачи Robust Least Squares (RLS): 

	
x n y m

F x y
Î Î 

min max ( , ); 	

	 F x y Ax y y y
M M

( , ) ,
2

0
2

:= − − −λ 	

где M — положительно полуопределена и  x x MxM
2 = T . RLS минимизирует невязку наихудшего случая 

при заданном ограниченном детерминированном возмущении δ на зашумленном векторе измерений 
0

my Î   и матрице коэффициентов m nA ´Î  . Саму задачу RLS можно сформулировать так (ρ > 0) 
(см. [65]):

	 2
2 0

: 2

, где = .maxmin
m

nx

Ax y y y
δ δ ρ

δ
£Î

- - Î
 

 


 	

Известно, что при λ > 1 F(x, y) удовлетворяет двустороннему PL-условию, поскольку F(x, y) можно 
представить как комбинацию аффинной функции и сильно-выпукло-сильно-вогнутой функции.
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Для седловых задач с двусторонним условием градиентного доминирования может использоваться вариация 
градиентного метода — метод градиентного спуска-подъема. Этот подход сейчас довольно популярен (см. 
[62], [63], [66]), но был подробно проанализирован еще в малоизвестной статье Бакушинского–Поляка [67].

Далее, поговорим о поведении градиентного метода (сходимость и возможные правила ранней остановки) 
для класса достаточно гладких задач с условием градиентного доминирования, когда градиент целевой 
функции доступен с некоторой погрешностью. Б. Т. Поляк считал важными вопросы исследования 
влияния погрешностей доступной информации на гарантии сходимости численных методов, занимался 
ими и уделил им немало внимания в своей книге [2]. Так, этой тематике посвящена одна из его последних 
работ — [68], о которой мы немного расскажем.

Сфокусируемся на двух основных известных типах неточной информации о градиенте: абсолютной 
и относительной погрешностях. Типичными примерами областей, в которых возникает данная проблема 
неточного градиента, являются безградиентная оптимизация, в которой используется приближенно 
вычисляемый градиент (см. [69]–[71]), а также оптимизация в бесконечномерных пространствах, связанная 
с обратными задачами (см. [72], [73]).

Начнем с вопроса влияния на качество выдаваемого решения абсолютной погрешности в градиенте. 
Будем рассматривать задачу минимизации функции f, удовлетворяющей PL-условию (32), а также условию 
Липшица градиента (34). Считаем, что методу доступно не точное, а приближенное значение градиента 
Ñ f x( )  в любой запрашиваемой точке x:

	 ∇ ∇ + ≤f x f x v x v x( ) = ( ) ( ), ( )
2

 причем ∆ 	

при некотором фиксированном ∆ > 0. Тогда (32) означает, что

	 f x f x f x x n( ) ( )
1

( ) ,* 2

2 2− ≤ ∇ +






 ∀ ∈�

 �   	 (39)

откуда

	 ∇ ≥ − − ∀ ∈ f x f x f x x n( ) ( ( ) ( )) .
2

2
*

2� �  	

Заметим, что вопросы исследования влияния погрешностей градиента на оценки скорости сходимости 
методов первого порядка уже достаточно давно привлекают многих исследователей (см., например, [2], 
[74]–[77]). Однако мы сфокусируемся именно на выделенном классе, вообще говоря, невыпуклых задач. 
Невыпуклость целевой функции задачи, а также использование на итерациях неточно заданного градиента 
могут приводить к разным проблемам. В частности, при отсутствии каких-либо правил ранней остановки 
возможно достаточно большое удаление траектории градиентного метода от начальной точки. Это может быть 
проблемным, если начальное положение метода уже обладает определенными хорошими свойствами. С другой 
стороны, неограниченное удаление траектории градиентного метода в случае градиентного метода с помехами 
может привести к удалению от искомого точного решения. Опишем некоторые ситуации такого типа.

В качестве простого примера не сильно выпуклой функции, удовлетворяющей условию градиентного 
доминирования, можно рассмотреть

	 f x Ax x( ) = , ,〈 〉  	 (40)

где A L= ( , ,0)diag µ  — диагональная матрица 3-го порядка с ровно двумя положительными элементами 
L > µ > 0. Если для задачи минимизации функции (40) допустить наличие погрешности градиента v(x) = (0,0,∆) 
при ∆ > 0, то при x0 = (0,0,0) и hk > 0 последовательность x x h f xk k

k
k+ − ∇1 = ( )  стремится к бесконечности 

при неограниченном увеличении k. Далее, можно рассмотреть функцию Розенброка двух переменных 
x = (x(1), x(2))

	 f x x x x( ) = 100 1 .(2) (1)
2 2

(1)
2

−( )





 + −( ) 	

При x0 = (1,1) = x* на каждом шаге градиентного метода возможна такая погрешность градиента v(xk), что 
x xk k

(2) (1)

2
= ( )  и без остановки траектория может уходить весьма далеко от точного решения x*. Аналогично 

траектория градиентного метода может уходить к бесконечности для целевой функции двух переменных 
f(x) = (x(2) − (x(1))2)2.

Немного расскажем об одной из последних работ, подготовленных Б. Т. Поляком с соавторами (см. [68]). 
В этой статье поставлена цель исследовать оценку расстояния  x xN - 0

2  для выдаваемых градиентным 
методом точек xN и предложить правило ранней остановки, которое гарантирует некоторый компромисс между 
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стремлением достичь приемлемого качества выдаваемого методом решения задачи по функции и не столь 
существенным удалением траектории от выбранной начальной точки метода. Отметим, что правила ранней 
остановки в итеративных процедурах активно исследуются для самых разных типов задач. По-видимому, 
впервые идеология раннего прерывания итераций была предложена в статье [78], посвященной методике 
приближенного решения возникающих при регуляризации некорректных или плохо обусловленных задач 
(в упомянутой работе рассматривалась задача решения линейного уравнения). Ранняя остановка в этом 
случае нацелена на преодоление проблемы потенциального накопления погрешностей регуляризации 
исходной задачи. К данной тематике примыкают известные подходы, связанные с ранней остановкой 
методов первого порядка в случае использования на итерациях неточной информации о градиенте (см. [2], 
гл. 6, параграф 1, а также, к примеру, недавний препринт [77]). Однако известные прежде результаты для 
выпуклых (не сильно выпуклых) задач отличаются по сравнению с полученным в рассматриваемой работе 
тем, что обычно гарантируется достижение худшего уровня по функции (если сравнить с комментарием 
после теоремы 2 параграфа 1 гл. 6 из [2]) или оценки вида 0

* 2 * 2
Nx x x x- £ -     без исследования 

 x xN - 0
2, где { }k

kx Î  — образуемая методом последовательность, x* — ближайшее к точке старта метода 
x0 точное решение задачи минимизации f.

В предположении доступности значений параметров L > 0 и ∆ > 0 применим к задаче минимизации f  
градиентный метод вида

	 

1 1
= ( ).k k kx x f x

L
+ - Ñ  	 (41)

Тогда ввиду (34) для метода (41) имеем следующие соотношения:

	 

21 1 1

2

2

2
2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ), =
2

( )1
= ( ) ( ) ( )

2 2

1
( ) ( ) ,

2 2

k k k k k k k

k

k k k

k k

L
f x f x f x x x x x

f x
f x f x f x

L L

f x f x
L L

∆

+ + +£ + Ñ - + -

Ñ
+ Ñ -Ñ - £

£ + - Ñ

	

т.е.

	 ( ) ( ) ( ) .
2 2

k k kf x f x f x
L L

∆+ - £ - Ñ  	 (42)

Суммирование неравенств (42) приводит нас к оценке

	
0 0

2 * *

2=0, 1

2 ( ( ) ( )) 2 ( ( ) ( ))
( ) ,min

k

k N

L f x f x L f x f x
f x

N N
∆ ∆

-

- -
Ñ £ + £ +  	 (43)

что указывает на потенциальную возможность расходимости градиентного метода с абсолютной погрешностью 
задания градиента. Конкретные примеры таких ситуаций описаны выше.

С учетом (32) тогда получаем, что

	
2 2

1 *
*

2 ( ( ) ( ))
( ) ( ) = ( ( ) ( )) ,

2 2 2

k
k k kf x f x

f x f x f x f x
L L L L

µ∆ µ ∆+ -
- £ - - - + 	

откуда

	

f x f x
L

f x f x
L L

k k( ) ( ) 1 ( ( ) ( ))
2

11
* *

2
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





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


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+k

k

f x f x

L L L

1
0

*

2

( ( ) ( ))

2
1 1 1
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




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

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0
*
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т. е.

	
1 2

1 0
* *( ) ( ) 1 ( ( ) ( )) .

2

k
kf x f x f x f x

L
µ ∆

µ

+
+ æ ö÷ç- £ - - +÷ç ÷çè ø

 	 (44)

Оценки (43) и (44), вообще говоря, неулучшаемы. К примеру, известны нижние оценки уровня точности 
по функции O(∆2 / (2µ)) для градиентного метода с абсолютной погрешностью задания градиента (см., 
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например, разд. 2.11.1 пособия [37], а также имеющиеся там ссылки) даже на классе сильно выпуклых 
функций.

В [68] для градиентного метода с постоянным шагом при достаточно малом значении возмущенного 
градиента получена теорема, в которой указан уровень точности по функции, который возможно 
гарантировать после выполнения предложенного правила ранней остановки. Данный результат можно 
применять ко всяким L -гладким невыпуклым задачам. Далее, с использованием PL-условия получено 
уточнение этого результата — достаточное количество итераций градиентного метода для достижения 
желаемого качества точки выхода x  по функции 2

*( ) ( ) = ( / )f x f x O ∆ µ- .
Теперь перейдем к ситуации относительной неточности градиента. Будем рассматривать поведения 

методов градиентного типа для выделенного класса достаточно гладких задач с условием Поляка–Лоясиевича 
в предположении доступности для метода в каждой текущей точке градиента с относительной погрешностью, т. е.

	
22

( ) ( ) ( ) ,f x f x f xαÑ -Ñ £ Ñ  	 (45)

где под ( )f xÑ , как и ранее, мы понимаем неточный градиент, а  [0,1)α Î  — некоторая константа, указывающая 
на величину относительной погрешности градиента. Данное условие на неточный градиент было введено 
и изучено в [2], [79].

Из (45) можно получить вариант условия градиентного доминирования (32) для относительно неточного 
градиента 
	 2

* 2 2

1
( ) ( ) ( ) .

2 (1 )
f x f x f x

µ α
- £ Ñ

-
 	  

Описанную задачу предлагается также решать методом градиентного типа вида
	 1 = ( ).k k k

kx x h f x+ - Ñ  	 (46)
Оказывается, что можно подобрать так параметры шагов hk, чтобы гарантировать сохранение результата 

о сходимости метода со скоростью геометрической прогрессии в случае относительной неточности градиента 
(хоть и с большим знаменателем).

Если при реализации метода (46) градиент доступен с известной относительной погрешностью [0,1)α Î  
и известен параметр L > 0, то выбор шага 

2

1 (1 )
=

(1 )
kh

L
α
α

-

+
 приводит к следующим результатам (см. параграф 

1 из пособия [80] и имеющиеся там ссылки):
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После подстановки hk (которое, заметим, минимизирует выражение в скобках в последнем выражении) 
получаем

	
2 21
2 2

1 (1 )
( ) ( ) ( ) .

2 (1 )
k k kf x f x f x

L
α
α

+ -
- £- Ñ

+
 	 (47)

Пользуясь условием Поляка–Лоясиевича (32), имеем следующую оценку на скорость сходимости по 
функции:
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т.е.
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Если вместо PL-условия (32) предполагать выполнение условия сильной выпуклости, то приведенную 
оценку можно уточнить (см. [80]):

	
2

2

(1 ) 1
.

1(1 )
O

α α
αα

æ ö- - ÷ç® ÷ç ÷ç +è ø+
	

В работе [82] предлагается адаптивный алгоритм для случая относительной погрешности градиента. По 
сути, предлагается критерий выхода из итерации, содержащий норму неточного градиента 2( )kf xÑ  . Это 
обстоятельство затрудняет использование подхода с оценками типа (47) для нормы точного градиента. Поэтому 
рассматривается альтернативный вариант выбора шага для метода (46) с относительной погрешностью 
задания градиента, который позволит получить приемлемый аналог оценки (47) для квадрата нормы 
неточного градиента. Аналогично ранее рассмотренным случаям, пользуясь L -липшицевостью градиента 
и условием (45), можно вывести следующее неравенство (см. [82]):
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	 (48)

Таким образом, при [0;0.5)α Î  для адаптивного варианта градиентного метода (46) c

	 h
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k
=

1 1 2
11+

−
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α

 	 (49)

и критерием выхода из итерации (до его выполнения Lk+1 увеличивается в 2 раза)

	

21 1 11

2

1

2 2

( ) ( ) ( ),
2

( )
1

k k k k k k kk

k k k

L
f x f x f x x x x x

f x x x
α

α

+ + ++

+

£ + Ñ - + - +

+ Ñ -
-





 	 (50)

неравенство (48) гарантирует выход из итерации при 1kL L+ ³ . Тогда оценка скорости сходимости метода 
(46) c шагом (49) имеет вид

	 ( )
1

2 0
* *

1=0

( ) ( ) 1 (1 2 ) ( ) ( ) .
N

N

kk

f x f x f x f x
L

µ
α

-

+

æ ö÷ç ÷- £ - - -ç ÷ç ÷çè øÕ  	 (51)

Если L L£ , то последнее неравенство означает сходимость рассматриваемого метода со скоростью 
геометрической прогрессии

	 ( )2 0
* *( ) ( ) 1 (1 2 ) ( ) ( ) .

2

N
Nf x f x f x f x

L
µ

α
æ ö÷ç- £ - - -÷ç ÷çè ø

	

Отметим, что оценка (51) может быть применима в случае неизвестного значения L. Кроме того, даже 
в случае известной оценки на L потенциально возможно улучшение качества точки выхода метода при 
условии Lk+1 < L.

3.2. Метод условного градиента (Франк–Вульфа–Левитина–Поляка)
В этом пункте мы вспомним о направлении научных исследований Б. Т. Поляка, связанном с методами 

условного градиента. К примеру, таким методам посвящена достаточно известная работа [10]. Несмотря 
на то что методы условного градиента по числу итераций проигрывают оптимальным на классе выпуклых 
гладких задач ускоренным методам (см. п. 3.3) для решения задач со структурой (например, на единичном 
симплексе или прямом произведении таких симплексов), по времени работы эти методы могут быть 
существенно эффективнее ускоренных из-за возможной дешевизны итерации (см. [83]–[86]). На данный 
момент методы условного градиента достаточно хорошо разработаны (см., например, обзорную статью [87] 
и монографию [88]). В частности, среди последних достижений можно отметить безградиентные варианты 
метода условного градиента для задач стохастической оптимизации (см. [89]), а также вариант метода 
условного градиента для децентрализованных оптимизационных задач на меняющихся графах (см. [90]).

Рассмотрим задачу выпуклой оптимизации (f(x) — выпуклая функция, Q — ограниченное выпуклое 
множество):
	 ( ).min

x Q
f x

Î
 	 (52)
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Обозначим решение задачи (52) через x* (если решение не единственно, то x* — какое-то из решений).
Algorithm 3. Метод условного градиента (см. [10], [88])
Require:  f — выпуклая, непрерывно дифференцируемая функция; Q — допустимое множество, выпуклое 

и компактное; x1 — начальная точка; N — количество итераций.
Ensure: точка xN 
1: for  k N= 1, , 1   -  do

2: 2
= ,

1k k
γ

+
 0 1kγ£ £

3: y f x yk
y Q

k= ( ),arg min ∈ 〈∇ 〉 

4: 1 = (1 )k k k
k kx x yγ γ+ - +

5: end for 
6: return xN  
Теорема 7 (см. [10], [88]). Пусть ∇f(x) удовлетворяет на Q условию Липшица с константой L по отношению 

к некоторой норме :×  : для всех x, y ∈ Q выполняется
	 ∇ −∇ ≤ −f y f x L y x( ) ( ) ,

*
	

R x yx y Q= , ∈ −sup   , γk k= 2 / ( 1)+  для k ³ 1 . Тогда для любого N ³ 2  выполняется

	 f x f x
LR

N
N( ) ( )

2
2

.*

2

− ≤
+

 	 (53)

Доказательство. Из условия Липшица на градиент f(x) и выпуклости f(x) имеем оценку

	 0 ( ) ( ) ( ),
2

2≤ − − ∇ − ≤ −f x f y f y x y
L

x y 	

для всех x y Q, Î . Получаем цепочку неравенств

	 f x f x f x x x
L

x x f x y x
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Введем обозначение δk
kf x f x LR= ( ( ) ( )) / ( )*

2- . Тогда неравенство можно переписать в виде

	 � � �
�

�k k k
k

kk k
+ ≤ − + −

+






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2
= 1

2
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Начиная с неравенства
	 δ δ2 1 2

1
2

1 1
2

(1 1)
=

1
2

,≤ −
+






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 +

+
	

применением индукции по k получаем желаемый результат. Теорема 7 доказана.
Как видим из предыдущего результата, при получении оценки скорости сходимости метода условного 

градиента не важен выбор конкретной нормы. Важно, чтобы параметры L и R оценивались относительно 
согласованных норм  ×  и  × * .

Следуя [2], покажем, что оценка (53) не может быть улучшена (с точностью до числового множителя). Для 
этого выберем f x x x x( , ) = (1 )1 2 1

2
2

2+ + , Q x x x= : | | 1,0 11 2≤ ≤ ≤{ }. Тогда x* = (0,0)T. При этом yk = (1,0)T 
при yk

1 < 0  и  yk = ( 1,0)- T  при yk
1 > 0 . Несложно показать, что для этого примера f x f x NN( ) ( ) 4 /*-  . 

Причем эта ситуация типична для случая, когда Q — многогранник, а минимум достигается в одной из его 
вершин, поскольку в качестве yk могут выступать лишь вершины Q.

Отметим также, что в рассматриваемой работе Левитина–Поляка [10] впервые для метода условного 
градиента появилась идея использовать параметр шага, зависящий от константы Липшица градиента 
целевой функции L. В современных работах [87], [88], [91] такой шаг обычно применяют в виде

	 γ γk k

k k k
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где L — константа Липшица ∇f. Размер соответствующего шага может рассматриваться как результат 
минимизации квадратичной модели m Lk ( ; )× , переоценивающей f вдоль прямой x y xk

k
k k+ −γ ( ) ,

	
m L f x f x y x

L
y x f x y x

k k
k

k
k k k

k k k k
k

k k

( ; ) = ( ) ( ) ( )

2
( (

2 2

γ γ

γ
γ

+ ∇ − +

+ − ≥ + −

T

))),
 	 (55)

где последнее неравенство следует из стандартной леммы о спуске. Интерес такого выбора шага для метода 
Франк–Вульфа заключается, в частности, в возможности предложить достаточные условия убывания на 
итерации невязки по функции не менее, чем в 2 раза. Точнее говоря, согласно лемме 2 из [87] для всякой 
выпуклой функции f в случае, если на k -й итерации в (55) верно γk = 1, то верно неравенство

	 f x f L y x f x fk k k k( )
1
2

, ( ) .1 * 2 *+ − ≤ − −






min  	 (56)

При введении дополнительного условия на функцию, например, градиентного доминирования, для 
шага вида (54) можно получить и результаты о сходимости метода типа условного градиента со скоростью 
геометрической прогрессии. Например, известен такой результат для выпуклых функций с условием 
Поляка–Лоясиевича (см. [87]). При этом такие функции могут не быть сильно выпуклыми (например, 
целевая функция из задачи логистической регрессии не сильно выпукла, но удовлетворяет условию 
градиентного доминирования на всяком компакте, см. [58]).

Теорема 8. Пусть Q — компактное выпуклое множество диаметра R, а f — выпуклая функция, удовлетворяющая 
условию градиентного доминирования с константой µ > 0. Пусть также существует точка минимума f, и она 
лежит во внутренности множества Q (x* ∈ Int(Q)), т. е. существует r > 0 такой, что B(x*, r) ⊂ Q. Тогда при 
любых k ³ 1  верно

	 f x f f x fk
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и c2 = 1 / (2µ). Таким образом, имеет место сходимость по функции со скоростью геометрической прогрессии, 

знаменатель которой в худшем случае равен max
1
2

,1
2

2 2
−









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

r

Lc R
.

Отметим, что недавно в работе [91] доказан аналог теоремы 8 для варианта метода условного градиента 
с адаптивным подбором шага.

Что касается метода условного градиента, исследованного в самой работе Левитина–Поляка [10], то 
обратим внимание на две отмеченные там его особенности. Первая из них касается нижней оценки скорости 
сходимости такого метода. Точнее говоря, в замечании 1 на с. 805 [10] отмечено, что оценка O(1 / k) невязки 
по функции неулучшаема с точностью до константы на классе выпуклых гладких функций f. Для того времени 
рассуждения на тему нижних оценок были редки, поскольку направление исследований численных методов 
оптимизации, основанное на нижних оценках их эффективности для классов задач, зародилось несколько 
позднее в монографии [52]. Вторая особенность метода условного градиента, отмеченная впервые в [10], 
касается повышения скоростных гарантий не путем накладывания дополнительных условий на целевую 
функцию, а посредством сужения класса допустимых множеств задачи Q. Например, при добавлении 
требования, что множество Q является сильно выпуклым. Множество Q называется сильно выпуклым, 
если существует функция � � ��( ) = 2  ( γ > 0 ) такая, что ( ) / 2x y z Q+ + ∈  для любых x y Q, Î  и любого z: 
   z x y ≤ −( )δ   z x y ≤ −( )δ . Существуют эквивалентные определения сильной выпуклости множества. Например, 
как было показано в [92] (теорема 1 на стр. 190), множество является сильно выпуклым тогда и только 
тогда, когда оно представимо в виде пересечения шаров одного радиуса. Более подробно см. на с. 789 [10], 
а также в [92]–[94], метод сходится по аргументу со скоростью геометрической прогрессии при условии, 
что  ∇ ≥f x( ) > 0 ε ∇ ≥f x( ) > 0 ε  на Q.

Исследование разных вариантов метода условного градиента продолжается и в настоящее время (см. 
[87], [88], [91], [95]). В работе [95] имеется обзор результатов последних лет по оценкам сложности для 
метода Франк–Вульфа, предложен универсальный (адаптивный по параметру гладкости задачи) вариант 
метода для задач с равномерно выпуклой структурой. В [91] адаптивный вариант метода Франк–Вульфа 
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с шагом (54) исследуется для выпуклых задач (вообще говоря, без равномерной структуры), причем детально 
проработан соответствующий аналог оценки (56).

3.3. Ускоренные методы выпуклой оптимизации
Для наглядности изложения рассмотрим задачу безусловной выпуклой оптимизации

	
x

f xmin ( ),  	 (57)

в которой выполняется условие L-липшицевости градиента в 2 -норме (см. (34)), а x — принадлежит 
гильбертову пространству. Также для наглядности будем опускать числовые множители в оценках скорости 
сходимости.

В кандидатской диссертации Б. Т. Поляка в 1963 г. (см. также [8]) было показано, что градиентный 
спуск на такой задаче

	 x x
L

f xk k k+ − ∇1 =
1

( ) 	

будет сходиться следующим образом:

	 f x f x
LR
N

N( ) ( ) ,*

2

-  	

где R x x= 0
* 2 -  — расстояние от точки старта до ближайшего (в 2 -норме) к точке старта решения x* задачи 

(57) (не ограничивая общности, везде в п. 3.3 можно считать, что все константы, типа L и µ, определены 
на шаре с центром в точке x0 и радиусом 2R, см. [51], [80]). Оптимальная ли эта оценка? Оказывается, что, 
даже если выбирать шаг метода h = 1 / L как-то по-другому, улучшить такую оценку на рассматриваемом 
классе задач можно только на числовой множитель порядка 4 (см. [96]). Однако это совсем не означает, 
что если рассмотреть какой-то другой метод градиентного типа, то на нем также нельзя будет получить 
существенно лучшую оценку скорости сходимости. Действительно, как минимум на квадратичных задачах 
выпуклой оптимизации метод сопряженных градиентов (первая итерация совпадает с итерацией типа 
градиентного спуска, аналогично и для приводимых далее моментных методов)

	 x x f x x xk k
k

k
k

k k+ −− ∇ + −1 1= ( ) ( ),� �  	 (58)

где
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k k
k k k kf x f x x x, ( ) ( ) ,

,

1( ) ∈ − ∇ + −( )−Arg  min 	

дает существенно лучшую оценку скорости сходимости (при дополнительных предположениях 
о распределении спектра матрицы квадратичной формы оценка может быть дополнительно улучшена, 
см. [97]):

	 f x f x
LR

N
N( ) ( ) .*

2

2
-   	 (59)

Наиболее тонкое исследование скорости сходимости метода сопряженных градиентов (58) (в том числе 
в условиях неточностей) имеется в [98]. Стоимость итерации такого метода (ввиду возможности решить 
задачу поиска αk и βk аналитически для квадратичных задач) будет по порядку такой же, как стоимость 
итерации градиентного метода. Аналогичные оценки можно написать и для µ-сильно выпуклых задач:
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для градиентного спуска и
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 exp
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для метода сопряженных градиентов (58) на квадратичной задаче.
Заметим, что одна из форм записи метода сопряженных градиентов (58) в случае µ-сильно выпуклой 

целевой функции приводит к методу Чебышёва (см. [99]):
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	 О НЕКОТОРЫХ РАБОТАХ БОРИСА ТЕОДОРОВИЧА ПОЛЯКА ПО СХОДИМОСТИ... � 607

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

	 x x
L

f x1 0 0=
2

( ),−
+
∇

µ
	

	 �
�
�

�
�

�
�

k

k
L
L

L
L

+ +
−
−

+
−
+

1 1=
1

2
, =

1

2 1
. 	

Метод тяжелого шарика Поляка (или импульсный / моментный метод Поляка) (см. [9]) при этом 
выглядит так:
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Этот метод получается в асимптотике k →∞  из метода Чебышёва (62), поскольку
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следовательно,
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Приведенный вывод (с учетом оптимальности метода Чебышёва на квадратичных задачах) дает надежду, 
что метод тяжелого шарика (63) в некотором смысле асимптотически оптимальный. Оказывается, что 

“в среднем” так оно и есть (см. [100]).
Исходно метод тяжелого шарика (63) был получен с помощью первого метода Ляпунова (см. [2]), который 

сводит анализ скорости локальной сходимости метода на классе выпуклых задач к анализу скорости 
глобальной сходимости для квадратичных выпуклых задач. Б. Т. Поляк подбирал коэффициенты α и β 
постоянными. Подобранные коэффициенты гарантировали локальную скорость сходимости метода (63), 
аналогичную скорости сходимости метода сопряженных градиентов (61). Отметим, что при этом имеется 
некоторая физическая аналогия в полученном таким образом методе (63) с овражным методом Гельфанда–
Цетлина (см. [101]). Однако, как показал последующий анализ метода тяжелого шарика (63), в общем 
случае нельзя гарантировать его глобальную сходимость (см. [102]). Ее можно добиться за счет некоторых 
дополнительных предположений (о гладкости), но скорость глобальной сходимости получалась уже не лучше, 
чем у обычного градиентного спуска (см. [103]), причем то, что лучше и не получится, удалось доказать (см. 
[104]). Также на примере тяжелого шарика (63) хорошо демонстрируется общая особенность ускоренных 
методов — немонотонное убывание целевой функции по ходу итерационного процесса и наличие циклов 
длин  L / µ  (после каждого цикла невязка по функции убывает в ∼2 раза). Изящное объяснение этому 
явлению можно найти в [105], [106].

Метод тяжелого шарика (63) сыграл очень важную роль в развитии ускоренных методов выпуклой 
оптимизации. Общее направление исследований тут можно описать как попытку сделать такую версию 
метода сопряженных градиентов, для которой бы удалось доказать глобальную оценку скорости сходимости, 
аналогичную приведенным выше, для обычного метода сопряженных градиентов на квадратичных задачах. 
Так родились, например, методы Флетчера–Ривса, Полака–Рибьера–Поляка (см. [12]). Точку здесь удалось 
поставить А. С. Немировскому в конце 70-х годов прошлого века (см. [52], [107]), попутно показав, что 
полученные оценки скорости сходимости (59) и (61) уже не могут быть дальше улучшены никакими другими 
методами, использующими градиент целевой функции (улучшить немного можно лишь числовой множитель). 
То есть получилось, что сложность класса гладких задач (сильно) выпуклой оптимизации с точностью до 
числовых множителей совпадает со сложностью аналогичных классов задач (сильно) выпуклой квадратичной 
оптимизации. Отметим, что для распределенной оптимизации (а точнее, федеративного обучения) недавно 
было обнаружено, что такая аналогия уже не имеет места (см. [108], [109]). Отметим также, что ускоренные 
методы А. С. Немировского (известно как минимум три таких метода) требовали на каждой итерации решение 
вспомогательной маломерной задачи оптимизации. Избавиться от этого удалось в кандидатской диссертации 
Ю. Е. Нестерова (научным руководителем был Б. Т. Поляк) в 1983 г. (см. [110]):
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Такой ускоренный (моментный) метод Нестерова будет сходиться аналогично (61) уже глобально на 
классе гладких µ-сильно выпуклых задач (аналогично можно предложить вариант метода и для выпуклых 
задач ( ) / ( ) ( 1) / ( 2)L L k kµ µ- + ® - +  в (64)). Отметим, что недавно были предложены (см. обзор 
[99]) такие варианты ускоренного метода Нестерова (с аналогичными по порядку трудозатратами на каждой 
итерации), для которых удалось доказать, что их скорость сходимости в выпуклом и сильно выпуклых 
случаях оптимальны (без оговорки “с точностью до числового множителя”) на классе градиентных методов 
выпуклой оптимизации, использующих всевозможные линейные комбинации полученных на предыдущих 
итерациях градиентов (в том числе допускается вспомогательная минимизация на подпространствах, 
натянутых на полученные градиенты). Например, в µ -сильно выпуклом случае оптимальный алгоритм 
выглядит таким образом.

Algorithm 4. Ускоренный метод Тейлора–Дрори (см. [99])
Require: f — µ-сильно выпуклая функция с L-липшицевым градиентом, точка старта x0.
1: SET: 0 0=z x , 0 = 0A , = /q Lµ
2: for k N= 0, , 1   -  do
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8: end for 
9: return zN  
Как ни странно, в 1983 г. статья Ю. Е. Нестерова не вызвала какого-то большого ажиотажа. О ней вспомнили 

лишь спустя 20 лет уже в новом столетии, когда размеры новых задач, которые требовалось решать в анализе 
данных, позволяли использовать только градиентные методы (а не, скажем, методы внутренней точки) или 
их стохастические варианты. Во многом этому способствовало появление в 2004 г. первого издания лекций 
Ю. Е. Нестерова по выпуклой оптимизации (см. [51]), в которых центральную роль как раз и заняло современное 
(на тот момент) изложение ускоренных методов. Собственно, вот уже 20 лет идет настоящий бум ускоренных 
методов (см., например, [51], [111], [112]). Новые тонкие результаты о сходимости таких методов появляются 
и по сей день (см., например, [113]). Отметим, что ускоренные методы предложены для задач с ограничениями, 
с более общим понятием проектирования (неевклидова), для задач со структурой (в условиях модельной 
общности), в условиях неточности градиента и неточности проектирования (см. [75], [114]–[116] и цитированную 
тут литературу). Например, в малоизвестной работе Б. Т. Поляка [14] было показано, что при наличии малого 
(сколь угодно малого, но фиксированного по масштабу) аддитивного враждебного шума в градиенте (см. [2])
	

2
( ) ( )f x f x δÑ -Ñ £ 	

нельзя гарантировать сходимость градиентного спуска. Более того, можно привести пример, когда он 
будет расходиться. Однако за счет ранней остановки можно решить данную проблему (см. также работу 
[98], в которой обсуждается ранняя остановка для метода сопряженных градиентов в условиях неточной 
информации). В частности, аналогичный результат имеет место и для ускоренных методов. Грубо говоря, 
можно показать, что по аналогии с (59) имеет место
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f x f x R

N
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до тех пор (для таких N), пока первое слагаемое не станет меньше второго. В момент, когда это произойдет, 
нужно останавливать метод, иначе он может уже начать расходиться. При этом, если концепция шума 
относительная (см. [2]):
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где [0,1)α Î , то, в отличие от неускоренных методов (см. п. 3.1), для ускоренных возможность сохранения 
порядка скорости сходимости остается только при достаточно малых α для сильно выпуклых задач и должным 
образом убывающих на итерациях αk для выпуклых задач (см. [116], [117]).

Сложно переоценить роль ускорения в современной оптимизации. Практически все современные 
методы решения задач больших размерностей (в том числе для многих невыпуклых задач) используют 
ускорение. Ускорение можно дополнительно структурировать. Например, задачу вида

	  ( ) ( ),min
x

f x g x+ 	

в случае когда f(x) — есть µf -сильно выпуклая и Lf-гладкая, а g(x) — есть µg-сильно выпуклая 
и Lg-гладкая, можно решить с относительной точностью ε за ( )/ ( ) ln(1 / )f f gL µ µ ε+  вычислений 
∇f и  Lg f g/ ( ) (1 / )� � �+( )ln  вычислений ∇g (см. [111], [118]). Если использовать стандартное 
ускорение (не учитывая структуру задачи), то согласно (61) удалось бы получить только такой результат: 

( )( ) / ( ) ln(1 / )f g f gL L µ µ ε+ +  вычислений ∇f и ∇g, что, очевидно, может быть хуже. Задачу вида 
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в случае когда f(x, y) — выпуклая функция по совокупности аргументов, µx-сильно выпуклая и Lx -гладкая 
по x, а также µy-сильно выпуклая и Ly-гладкая по y, можно решить с относительной точностью ε за 
( )/ ln(1 / )x xL µ ε  вычислений x fÑ  и  ( )/ ln(1 / )y yL µ ε  вычислений y fÑ  (см. [119]). Если использовать 

стандартное ускорение (не учитывая структуру задачи), то (при некоторых дополнительных оговорках) согласно 
(61) удалось бы получить только такой результат: { } { }( )max , / min , ln(1 / )x y x yL L µ µ ε  вычислений x fÑ  
и  y fÑ , что также может быть хуже.

Более того, недавно были получены нетривиальные варианты ускоренных методов для седловых задач 
со структурой (см. [120]). Например, если рассматривается задача

	  ( ) ( , ) ( ),maxmin
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p x F x y q y+ - 	

где p(x), q(y) — выпуклые и Lp, Lq-гладкие функции, а F(x, y) — LF -гладкая, µx -сильно выпуклая и µy -сильно 
вогнутая, то существует такой ускоренный метод, который решит задачу с относительной точностью ε по 
зазору двойственности (см. [121]) за
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вычислений ÑF x y( , ) .
Начиная с пионерской работы Ю. Е. Нестерова и Б. Т. Поляка 2006 г. [7] в нескольких ведущих мировых 

центрах по оптимизации стали активно разрабатываться тензорные методы (методы, использующие 
старшие производные). В частности, в [122] было показано, что при естественных условиях тензорные 
методы второго и третьего порядка (использующие производные второго и третьего порядка) могут 
быть реализованы практически с той же стоимостью итерации, как у метода Ньютона. Оптимальные 
(с точностью до числовых множителей) ускоренные тензорные методы были предложены в работах [51], 
[123]–[127]. Например, оптимальный тензорный метод, использующий производные порядка 2r ³ , при 
условии, что целевая функция µ -сильно выпуклая и тензор r -х производных Mr-липшицев, для достижения 
относительной точности ε требует
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итераций (вычислений старших производных). При этом при r = 2, 3 трудозатратность каждой итерации 
оптимальных методов практически такая же, как и у метода Ньютона. Отметим, что итерационная 



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

610	 АБЛАЕВ и др.

(оракульная) сложность (необходимое число итераций) во втором слагаемом отвечает локальной 
итерационной сложности метода Ньютона. Проблема с методом Ньютона только в том, что нужно 
оказаться в окрестности квадратичной скорости сходимости. Первое слагаемое в приведенной оценке как 
раз отвечает за время попадания в эту окрестность. Обратим внимание, что, даже если доступны старшие 
производные высокого порядка (r — большое) и целевая функция достаточно гладкая, то второе слагаемое 
остается по порядку неизменным. Это означает, что локальная скорость сходимости метода Ньютона по 
порядку оптимальна в классе всевозможных численных методов оптимизации (см. [52]).

Из написанного выше может создаться впечатление, что ускорение возможно заточить под структуру 
любой гладкой задачи. В п. 3.1 отмечалось, что если вместо (сильной) выпуклости имеет место условие 
Поляка–Лоясиевича, то в общем случае ускорение невозможно. Кажется, что если ограничиться только 
(сильно) выпуклыми постановками, то ускорение всегда можно сделать. Как правило, так оно и есть. Но 
имеются такие постановки выпуклых задач, в которых доказано, что ускорение в общем случае также 
невозможно. К таким примерам относится задача получения для гладких выпуклых задач оптимальных 
(по числу коммуникаций и оракульных вызовов — вычислений градиентов) децентрализованных ускоренных 
методов на меняющихся графах. Децентрализованная оптимизация (см. [128], [129]) является частью 
распределенной оптимизации. Отметим, что одна из первых работ по распределенной оптимизации была 
у аспиранта Б. Т. Поляка в конце 70-х годов прошлого века (см. [130]). Бурно развивающийся подраздел 
распределенной оптимизации — децентрализованная оптимизация на меняющихся со временем графах (см. 
[131]). Оказывается (см. [132]), что в оценке числа коммуникаций невозможно в общем случае ускорение, 
потому как входит худшее (на итерациях) число обусловленности коммуникационного графа (если бы 
граф не менялся, ускорение было бы возможно за счет ускоренного консенсуса — чебышёвское ускорение). 
Несмотря на приведенный пример, все же во всех известных современных постановках выпуклых гладких 
задач (с различной структурой), как правило, удается добиться ускорения, учитывающего данную структуру. 
Причем основные продвижения здесь были получены буквально в последние десять–пятнадцать лет.

Также может показаться, что уже не осталось открытых вопросов, и на все вопросы для задач гладкой 
выпуклой оптимизации получены ответы. На самом деле это не так. Например, в упомянутой ранее 
седловой задаче со структурой открытым остается вопрос о возможности дополнительного разделения 
оракульных сложностей по числу вызовов ( )p xÑ  и  ( )q xÑ . Но можно не опускаться в такие частности 
и заметить, что даже для самой обычной задачи гладкой сильно выпуклой оптимизации до сих пор не 
предложен ускоренный метод, адаптивный по всем параметрам µ, L. При этом в классе неускоренных 
методов наискорейший спуск решает данную проблему (см. также [133]). К сожалению, адаптивный метод 
сопряженных градиентов в форме (58), как уже отмечалось, не обязан сходиться с желаемой скоростью на 
классе (сильно) выпуклых гладких задач. И хотя сейчас есть кандидаты (адаптивные ускоренные методы), 
которые, возможно, обладают желаемыми свойствами (см. [134]), однако пока это не удалось строго доказать.

4. МЕТОДЫ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Задачей стохастической оптимизации называется задача вида
	

x Q
f x f x

Î
min ( ) := ( , ),ξ ξ  	 (65)

в которой можно в любой точке x вызвать оракул (подпрограмму), выдающий ∇f(x,ξ) с новой независимой 
реализацией ξ (допускается вызов оракула в одной точке x многократно — см. далее батчирование). При 
этом ξ ξ∇ ≡ ∇f x f x( , ) ( ). Целью является найти ε -приближенное решение задачи (65) (по функции f(x)) за 
наименьшее число вызовов оракула. Без преувеличения можно сказать, что современный анализ данных 
в алгоритмической своей части — это решение соответствующих задач стохастической оптимизации (см. 
[135]).

4.1. Стохастический градиентный спуск
По аналогии с градиентным спуском для решения (65) естественно рассматривать так называемые 

стохастические градиентные спуски (SGD) (см. [136], [137]):
	 ( )1 = ( , ) ,k k k k

Q k xx x f xπ γ ξ+ - Ñ 	 (66)

где πQ — обычное (евклидово) проектирование на множество Q, а ξk выбирается независимо от ξ0,..., ξk−1.
Если f(x) — выпуклая, то, выбирая / ( )k R M Nγ º , можно получить

	 f x f x
MR

N
N( ) ( ) ,*− ≤ 	
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где R x x= 0 *
2 -  (если x* не единственное, то в этой формуле можно выбирать ближайшее по 2-норме 

к x0), ξ ξ ∇ ≤f x M( , ) 2
2 2 при x ∈ Q (можно сузить на пересечение Q с некоторым шаром с центром в x0 

и радиусом порядка 2R, см. [138], — аналогичное замечание можно делать и относительно всех остальных 
констант, вводимых далее), x

N
xN

k

N k=
1

=0

1−∑ . Если f(x) — µ-сильно выпуклая функция, то, выбирая 
� �k k= 1 / ( ( 1))+ , можно получить

	 µ
µ2

( ) ( ) .*
2

2 *
2

 x x f x f x
M

N
N N− ≤ − ≤  	 (67)

Приведенные оценки в общем случае (без дополнительных предположений) не могут быть улучшены 
(см. [52]). То есть не существует другого способа агрегирования выборки ξk

k

N{ }
=1

, который давал бы 
оценки лучше (с точностью до числового множителя) приведенных. Для невыпуклой f(x) гарантировать 
сходимость к глобальному минимуму уже нельзя. Тем не менее, на практике (66) и его вариации активно 
применяются и для невыпуклых задач, например, для обучения нейронных сетей.

Отметим, что для Q n=  , видоизменив сам метод (66), при некоторых дополнительных условиях результат 
(67) можно уточнить следующим образом (см. [139], приведенная оценка также будет неулучшаемой):

	 E �x x

f x f x

N
O

N

N −
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
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
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*
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2
2

*

1 2
*

1
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//2
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
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






 	 (68)

где � = ( , ) ( , )* *� � �∇ ∇





f x f x T .  Собственно, в этом месте остановимся, чтобы поподробнее рассказать 
о вкладе Б. Т. Поляка в получение такого рода результатов. В 70-е годы прошлого века Б. Т. Поляк совместно 
с Я. З. Цыпкиным исследовал следующие псевдоградиентные процедуры стохастического агрегирования 
(т. е. алгоритмы решения задачи (4)):

	 x x f xk k
k x

k k+ − ∇1 = ( ( , )),� � � 	

в которых за счет выбора вектор-функции φ(z) хотелось получить как можно лучшую скорость сходимости. 
Базируясь на результатах [140], в работе [13] при аддитивном шуме ∇ ∇ +f x f x( , ) = ( )ξ ξ  удалось показать, 
что оптимальным будет такой выбор: γk k= 1- , � �( ) = ( ) ( )2

*

1 1z f x J p z∇





∇
− − ln , где pξ(z) — функция 

плотности распределения случайного вектора ξ, а информационная матрица Фишера считается по формуле 
J p z p z p z dz= ( ) ( ) ( )∫∇ ∇


ln lnξ ξ ξ
T . Под оптимальностью понимается следующее: при N →∞  имеет место 

центральная предельная теорема (ЦПТ) в форме

	 N x x f x J f xN −( ) ∈ ∇





∇













− −
*

2
*

1 2
*

1
0, ( ) ( ) , 	

и при указанном выше способе выбора φ(z) ковариационная матрица наименьшая (в смысле полуопределенного 
отношения частичного порядка).

Однако во многих реальных приложениях плотность распределения pξ(z) неизвестна. Поэтому использовать 
ее при выборе φ(z) нежелательно. Это приводит к корректировке оптимальной процедуры φ( ) = ( )2

*

1
z f x z∇




−

 
и корректировке основного результата (ЦПТ): при N →∞

	 N x x f x f xN −( ) ∈ ∇





∇













− −
*

2
*

1 2
*

1
0, ( ) ( ) . Σ  	 (69)

Здесь использовалось, что Ñf x( ) = 0* . Отметим, что аддитивность шума ξ при этом не требуется. Этот 
результат также будет оптимальный в классе методов без доступа к pξ(z) . Однако даже в такой формулировке 
результат едва ли можно назвать практичным, поскольку для задания φ(z) требуется знать Ñ2

*( )f x , что 
возможно, в основном, только для задач квадратичной стохастической оптимизации. Ключевое наблюдение, 
позволяющее решить отмеченную проблему, пришло в голову Борису Теодоровичу в конце 80-х годов 
во сне, и оказалось удивительным по простоте (см. [5], [6]): φ(z) = z, γk ∼ k−η, η ∈ (1 / 2, 1), и в качестве 
выхода алгоритма предлагается использовать не xN, а xN. В этом случае (69) (с заменой xN  на xN ) останется 
верным. Таким образом, было показано, как избавиться от типично недоступного предобуславливателя 
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∇




−2

*

1
( )f x . Аналогичное можно проделать и для стохастических вариационных неравенств (см. [141]). 

Асимптотический вариант (68) очевидным образом получается из (69). Получение неасимптотического 
варианта требует больших усилий (на появление первых таких результатов ушло еще более 20 лет, см. [142]).

Отметим, что близкая идея (однако реализованная в существенно меньшей общности) использования xN 
вместо xN независимо была приблизительно в то же время предложена и на западе Д. Руппертом (см. [143]).

Для ряда постановок задач, например, когда множество Q является симплексом, выгоднее (с точки зрения 
того, как в итоговую оценку будет входить размерность n посредством M и R) использовать неевклидово 
проектирование (в частности, для симплекса лучше использовать проектирование согласно дивергенции 
Кульбака–Ляйблера, которое приводит к экспоненциальному взвешиванию компонент стохастического 
градиента). Соответствующие обобщения SGD принято называть стохастическим методом зеркального 
спуска (stochastic mirror descent — SMD) (см. [52], [144]). Проблему неадаптивного выбора шага γk  (требуется 
заранее знать N) в выпуклом случае решает вариация SMD — стохастический метод двойственных усреднений 
(stochastic dual averaging method) (см. [145]). Однако более изящно проблема выбора шага решается в AdaG-
rad версии SGD (см. [146]), в которой

	
2

2
=1

= .

( , )

k k
j j

j

R

f x

γ

ξÑå
	

При таком выборе шага не требуется и знание глобальной константы M. В современных работах 
избавляются также и от зависимости R в шаге (класс Parameter-free SGD, к которому относятся, например, 
DoG [147] и конструкция Mechanic [148]). К сожалению, в общем сильно выпуклом случае пока неизвестно, 
как можно было бы избавиться от необходимости знания µ (продвижения имеются лишь в частных 
случаях, например, когда f(x*) известно). Напомним, что аналогичная проблема была и для ускоренных 
детерминированных методов (см. конец п. 3.3).

В случае, если дополнительно известно, что функция f(x) — гладкая (имеет липшицев градиент), то 
SGD можно существенно ускорить за счет батч-параллелизации (замены стохастического градиента на 
выборочное среднее стохастических градиентов на независимых реализациях):

	
=1

1
( , ) ( , ),

b
i

i

f x f x
b

ξ ξÑ ® Ñå 	

где ξi — независимые одинаково распределенные, как ξ, а  1b ³  — размер батча, который можно вычислять 
параллельно. Действительно, рассмотрим, следуя Б. Т. Поляку [2], более точную оценку скорости сходимости 
SGD в гладком случае (в [2] используется глобальная оценка дисперсии σ2, однако несложно показать, что 
достаточно использовать введенную далее дисперсию в решении σ*

2, см., например, [149]):
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 	 (70)

где � ��*
2

* * 2
2= ( , ) ( )  ∇ −∇





f x f x , 2 2( , ) ( , )f y f x L y xξ ξÑ -Ñ £ -    , 1 / (2 )k Lγ γº £ . Несложно также 
показать, что при выборе 1 / (2 )Lγ º  за счет батчирования ( 2 2

* * / bσ σ® ) можно выравнять оба слагаемых 
в правой части (70) и получить такую версию (60) (тут N — число вычислений ( , )f x ξÑ ):
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При этом для ожидаемой невязки по функции можно получить оценку
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 	 (71)

Отметим, что в последнее время в связи с обучением нейронных сетей огромных размеров возникает 
потребность в изучении роли перепараметризации, что можно сформулировать как малость дисперсии  
σ*

2. Современное состояние развития этого направления для неускоренных стохастических градиентных 
методов описано, например, в [150]. Малость σ*

2 означает линейную скорость сходимости в небольшую 
окрестность решения. Такую картину, наверняка, многие наблюдали на практике, решая задачи обучения. 
А именно, если выбирать шаг γ (learning rate) достаточно большим, то в ряде случаев можно наблюдать 
линейную скорость сходимости SGD. Но чем больше шаг γ, тем больше окрестность, внутри которой 
метод перестает сходиться. Для дальнейшего продвижения требуется уменьшение шага или батчирование.
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Многое из того, что написано выше, без каких-то существенных изменений переносится и на 
стохастические вариационные неравенства (седловые задачи) (см., например, обзор [121], написание 
которого было инициировано Б. Т. Поляком летом 2022 г.). Насколько нам известно, этот обзор, по-
видимому, является последней научной работой Бориса Теодоровича.

4.2. Ускоренные версии стохастического градиентного спуска
Прежде всего заметим, что (71) в форме
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где
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2
2 2 	

справедливо при более слабом предположении о липшицевости градиента

	
2 2

( ) ( ) .f y f x L y xÑ -Ñ £ - 	

В таких же условиях можно улучшить (ускорить) оценку (71), если за основу брать ускоренный 
детерминированный метод и заменять в нем градиент на должным образом пробатченный стохастический 
градиент (см., например, [26], [111], [151], простое изложение имеется в [80], [152]) (следует сравнить с (61)):
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 	 (72)

Аналогично для выпуклого случая (следует сравнить с (59))
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Если дополнительно известно, что
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то приведенные оценки можно уточнить следующим образом (см. [153], [154]) (здесь, как и раньше, b — 
размер батча, только сейчас мы явно его прописываем, поскольку батчированию тут поддаются слагаемые, 
не только содержащие σ*

2):
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Причем все приведенные выше оценки в п. 4.2 имеют место и для задач с ограничениями простой 
структуры, и для неевклидова проектирования. Более того, все эти оценки оптимальны, т. е. не могут быть 
в общем случае улучшены (с точностью до числовых множителей, в том числе в показателе экспоненты).

Также как и для обычного SGD на практике большую роль играет адаптивность метода. Добавление 
различных вариантов моментного ускорения к адаптивным методам (типа AdaGrad), упомянутым в п. 4.1, 
порождает популярную линейку современных методов типа Adam, AdamW, RMSProp, AdaDelta и т. д., активно 
использующихся для обучения нейронных сетей. Для выпуклых постановок задач имеется и теоретическое 
обоснование (см. [155], [156]). Однако вопрос о создании полностью адаптивного ускоренного метода для 
решения задач выпуклой стохастической оптимизации, насколько нам известно, пока окончательно еще 
не решен.

В предположении Q n=   отметим концепцию мультипликативных помех, развиваемую в работах 
Б. Т. Поляка в 70—80-е годы прошлого века (см. [2], [3]). На современный манер условие, которому 
удовлетворяют введенные помехи, можно было бы называть условием сильного роста (strong growth):

	  ∇ ≤ ∇ + ≥f x f xsg sg sg sg( , ) ( ) , , 0.
2
2

2
2 2� � � � �  	 (74)



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

614	 АБЛАЕВ и др.

Такому условию в гладком случае, например, удовлетворяют координатные методы (см. [157]), где 
рандомизация в стохастическом градиенте возникает за счет случайного выбора координаты, по которой 
считается частная производная вместо вычисления полного градиента, при этом можно выбирать сразу 
несколько координат (батч) и сэмплировать не обязательно равномерно, а исходя из свойств производных 
по направлению (см. [158], [159]). Также под неравенство (74) подходят градиенты, к которым применяется 
оператор сжатия (см. [160]). Такого рода рандомизация используется в распределенной оптимизации для 
передачи меньшего числа информации. К примерам операторов сжатия относятся и уже упомянутый 
выше случайный выбор координат, различные рандомизированные квантизации и округления (см. [161]).

Для неускоренных методов, использующих стохастический градиент вида (74), начало построения 
теории было заложено в уже упомянутых работах [2], [3]. В связи с активным развитием машинного 
обучения стохастические методы оптимизации стали широко исследоваться в сообществе, в частности, 
было переоткрыто и предположение сильного роста (см. [162]). На данный момент для неускоренных 
методов, например для классического SGD вида (66), имеется хорошо разработанная теория сходимости (см., 
например, обзорную работу [150]). В частности, для L -гладкой выпуклой целевой функции f справедлива 
следующая оценка скорости сходимости после N итераций SGD:
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-å . Если функция является не просто выпуклой, а µ -сильно выпуклой, то можно 
улучшить оценку и получить, что
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Для ускоренных вариантов теория немного беднее, но основные результаты уже были получены (см. 
[163]). Отметим, что классический ускоренный метод (см. [110]) не подходит для такой постановки (74) 
и необходимо использовать дополнительный моментный член (momentum term) (см. [157], [163]). Тогда 
в предположении о L-гладкости и выпуклости функции f можно получить следующую оценку скорости 
сходимости:
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а для µ-сильно выпуклой функции
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Отметим, что приведенные результаты удалось с некоторыми оговорками и ослаблением перенести 
на марковский шум (см. [164]).

Между тем легко заметить, что предположение (74) можно релаксировать до условия слабого роста 
(weak growth):

	  ∇ ≤ − + ≥f x f x f xwg wg wg wg( , ) ( ( ) ( )) , , 0.
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*
2� � � � �  	 (75)

Если выполнено (74), то для выпуклой и L -гладкой функции = 2wg sgLρ ρ  и  =wg sgσ σ . Условие (75) 
является не менее распространенным. В частности, одним из популярных примеров применимости (75) 
является гладкость в среднем, а именно, нам необходимо предположить, что для любой реализации ξ 
функция f(·, ξ) является L(ξ)-гладкой и выпуклой, и отсюда получить
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где 2 2= [ ( )] L ξ . Отметим, что константа   может быть значительно хуже, чем L — константа гладкости 
(липшицевости градиента) f. Выкладка (76) является самым популярным в литературе примером 
предположения (75). В частности, оно появляется в работе [165], где авторы прежде всего мотивируются 
классической задачей наименьших квадратов. В дальнейшем исследование предположений (75) и (76) было 
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обобщено на неравномерную рандомизацию, которая учитывает свойства батчей. В [166] предлагается 
довольно исчерпывающая теория для рандомизации вида (76) с разбором большого числа частных случаев. 
А именно, классический SGD (66) для выпуклой целевой функции f имеет следующие гарантии сходимости:
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Если функция является дополнительно µ -сильно выпуклой, то можно получить, что
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Говоря о предположениях (74) и (75), важно заметить, что для многих частных случаев sgσ  и  wgσ  равны 
0, а это может значительно улучшить гарантии сходимости. Здесь можно отметить популярные и довольно 
часто встречающиеся примеры перепараметризации ( *( , ) = 0f x ξÑ  для всех ξ) (см. [163]) и интерполяции 
( ( , ) 0f x ξ ³  и  *( , ) = 0f x ξ  для всех x и ξ) (см. [167]). Также для упомянутых выше координатных методов 
справедливо, что = 0sgσ . Но для самых простых методов со сжатием 0sgσ ¹ . Это мотивировало сообщество 
создать более продвинутые методы, использующие компрессию (см. [168]). Но стохастический градиент 
в данных подходах не получается описать с помощью (74) и (75). Можно ввести более сложное предположение 
(см. [169]):
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С помощью него можно унифицировано анализировать не только многие современные методы 
со сжатием, но и популярные алгоритмы, использующие технику редукции дисперсии (см. [170]–[172]), 
а также продвинутые координатные методы (см. [173]). Важной деталью данного предположения является 
наличие вспомогательной последовательности 2{ }kσ , которая является уникальной для каждого метода. Эта 
последовательность обладает важным свойством сходимости, которое и позволяет рассмотреть функцию 
Ляпунова, состоящую из двух частей: классической вида  x xk - * 2

2  или f x f xk( ) ( )*-  и дополнительной, 
завязанной на 2

kσ . Например, для µ -сильно выпуклой функции метод SGD (66) с постоянным шагом 
=kγ γ  таким, что
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может гарантировать следующую оценку сходимости (см. [169]):
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Похожие результаты имеются и для выпуклой целевой функции f (см. [174]), а также для стохастических 
вариационных неравенств и седловых задач (см. [175], [176]). Насколько нам известно, на данный момент 
в условиях слабого роста не известно, можно ли добиться ускорения, и если можно, то каким образом.

Наряду с предположениями (74) и (75) можно рассмотреть и похожее условие вида

	  ∇ ≤ − +f x x xx x( , ) .
2
2

* 2
2 2� � � 	

Касательно него можно выделить работы [132], [164], [177], [178].
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Все приведенные выше результаты формулировались в терминах сходимости по математическому 
ожиданию. Для такой сходимости было достаточно ограниченности второго момента стохастического 
градиента. В действительности за счет клиппирования на базе описанных методов можно строить робастные 
версии, которые гарантированно сходятся с такой же скоростью, но уже в терминах вероятностей больших 
отклонений, причем имеет место почти субгауссовская концентрация (см. [138], [179], [180]). Заметим, что 
идея клиппирования (нормализации градиента), как способ борьбы с тяжелыми хвостами, в скалярном случае 
n = 1, по-видимому, впервые появилась в 1973 г. в работе Б. Т. Поляка и Я. З. Цыпкина [181] как частный 
случай того, как можно выбирать функцию � �( ) = 1, / 2z z zmin  { }  в псевдоградиентной процедуре из 
п. 4.1. Отметим, что результаты Поляка–Цыпкина, кратко описанные в п. 4.1, недавно были перенесены 
как раз на постановки задач, в которых аддитивный шум ξ имеет тяжелые хвосты распределения, в том 
числе не предполагающие наличие конечной дисперсии у шума (см. [182]).

В заключение отметим, что недавно ускоренные версии тензорных методов типа Нестерова–Поляка 
были распространены на достаточно гладкие задачи стохастической оптимизации. В частности, для методов 
второго порядка полученные результаты оптимальны по числу вызовов стохастических градиентов и числу 
вызовов стохастических гессианов (см. [183]).

4.3. Безградиентные методы
Частным случаем стохастики ξ в Ñf x( , )ξ  может быть рандомизация, которая не “дана извне”, а привнесена 

нами самими. Введение в метод рандомизации может иметь разные причины. Например, ярко об этом 
написано в статье Ю. Е. Нестерова про покомпонентные методы [157] или в фундаментальной статье 
А. С. Немировского и др. [144] в части рандомизации умножения матрицы на вектор из единичного 
симплекса. Но, пожалуй, самый известный пример рандомизации в стохастической оптимизации — это 
рандомизация суммы: для целевого функционала вида взвешенной суммы в качестве стохастического 
градиента используется случайно выбранное слагаемое (см., например, [80]). Однако в этом пункте будут 
описаны так называемые безградиентные (поисковые) методы или методы нулевого порядка, в которых 
рандомизация — это вынужденная мера, связанная с отсутствием необходимой информации. Такие методы 
периодически встречались в работах Бориса Теодоровича (см., например, [2], [184]) и одна из предложенных 
им конструкций, которая в последнее время вызывает определенный интерес, будет далее изложена.

Прежде всего рассмотрим выпуклую задачу оптимизации

	
x Q

f x
Î

min ( ),  	 (77)

которая существенно отличается от предыдущих постановок задач, в частности от (65), тем, что оракул 
может выдать только значение целевой функции f(x) в запрошенной точке x. Такой оракул часто упоминается 
в литературе как оракул нулевого порядка или безградиентный оракул (см. [185]). Из-за невозможности 
получить информацию о l-й производной функции (например, градиент функции f) для решения задачи 
(77) зачастую прибегают к помощи численных методов нулевого порядка, которые основываются на методах 
первого порядка, заменяя истинный градиент на различные модели аппроксимации градиента (см. [186]). 
Например, когда функция f(x) является не просто гладкой, а имеет повышенную гладкость, т. е. функция 
f d:  ®  имеет непрерывные частные производные до l -го порядка включительно и для всех x z Q, Î  

удовлетворяет условию Гёльдера:
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 , то при создании безградиентного алгоритма важно подобрать 

такую аппроксимацию градиента, которая будет использовать преимущества повышенной гладкости 
функции (β > 2, где β — порядок гладкости функции f). Такую оценку производной по направлению 
предложили в 1990 г. Б. Т. Поляк и А. Б. Цыбаков (см. [4]), которая в дальнейшем стала называться “ядерная” 
аппроксимация и активно использоваться (см. [142], [187]–[189]):
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где τ > 0, e — равномерно распределенный на S x xd
2 2(1) := : = 1∈{ }   , r — равномерно распределенный на 

отрезке [ 1,1]- , e и r независимы, K : [ 1,1]  − →  — фиксированная функция (ядро), которая удовлетворяет 
следующим условиям:

	    [ ( )] = 0, [ ( )] = 1, [ ( )] = 0, = 2,3, , , [| | | ( ) |] <K u uK u u K u j l u K uj


β ¥.. 	

Одним из основных достоинств этой аппроксимации градиента является тот факт, что ядерная 
аппроксимация (78) требует всего два вычисления значения (реализации) функции на итерации, 
поскольку информация о повышенной гладкости учитывается в “ядре”. Этот факт существенно улучшает 
оракульную сложность алгоритма, который использует конечно-разностную схему более высокого порядка 
в качестве оценки градиента (см. [190]), поскольку данная аппроксимация требует большего числа вызовов 
безградиентного оракула на каждой итерации. К 2020 г. появились интересные результаты о скорости 
сходимости для безградиентного алгоритма (см. [4], [142], [191], [192]): стохастический метод проекции 
градиента нулевого порядка, описание которого можно найти в алгоритме 5.

Algorithm 5. Стохастический метод проекции градиента нулевого порядка

1: Requires: Ядро K : [ 1, 1]− → , размер шага ηk , сглаживающий параметр τk .
2: Initialization: Сгенерировать скалярный числа r rN1, , , равномерно распределенные на отрезке [ 1,1]- , 

и вектора e e1, , N, равномерно распределенные на единичной Евклидовой сфере S d
2 (1).

3: for k N= 1, ,    do

4: f f x r
k k k k k k� � �:= ( )+ +e , f f x r

k k k k k k′ − + ′� � �:= ( )e

5: ∇ −( )′f x
d

f f K rk k
k k k k k( , ) :=

2
( )e e

� � �

6: x x f xk Q k k k k+ − ∇( )1 := ( , )Proj γ  e

7: end for 
8: return xk k

N{ } =1
.  

Как видно из строчки 4 алгоритма 5, fξ  выступает в роли безградиентного оракула, где ξ ξ≠ ′  — 
стохастический шум, который характеризует конкретную реализацию (т. е. fξ  — это значение целевой 
функции на реализации ξ). Именно поэтому строчку 5 называют аппроксимацией градиента 
с одноточечной обратной связью. Данная концепция стохастического шума (см. [191]–[194]) формально 
определяется следующим образом: [ ]2 2� £ �  и  [ ]2 2′ ≤� � , ∆ ³ 0 , а случайные величины ξ и ξ′ не 
зависят от e и r. Более того, эта концепция шума не требует предположения о нулевом среднем ξ и ξ′, 
поскольку достаточно того, что [ ] = 0ξe  и  [ ] = 0¢ξ e . В табл. 1 представлены результаты работ [142], 
[191], [192] через зависимости N(ε) для различных предположений о выпуклости функции (выпуклая/
сильно выпуклая функция), где N — число последовательных итераций, совпадающее (с точностью 
до константы) с общим числом обращений к оракулу нулевого порядка T = 2N. Все оценки табл. 1 
соответствуют случаю, когда ∆  не мало.

После некоторой “паузы” в 2023 г. авторам работы [189] удалось улучшить верхнюю оценку для сильно 
выпуклого случая за счет более качественного анализа оценки смещения ядерной аппроксимации (78), 
учитывая, что ��

�= | | | ( ) |ò u K u du :

	  ∇

 − ∇ ≤

−
⋅
+ −

−f x e f x
L

l
d

d
( , ) ( )

( 1)! 1
,

2

1�
�

��
� 	

а также оценки второго момента ядерной аппроксимации (78) с  κ = ( )2òK u du :

	  



∇







≤ ∇




+ +f x e d f x d L

d
( , ) 4 ( ) 4 .

2

2

2
2 2 2

2 2

2
� �

�
�
� 	

Основное преимущество данных оценок состоит в том, что смещение больше не зависит от размерности 
d асимптотически. Благодаря этому в работе [189] предоставили следующую верхнюю оценку итерационной 
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сложности (совпадает с оракульной сложностью) для сильно выпуклого случая, размерность в которой 
не зависит от порядка гладкости:

	 N
d L

= .
2

2
1 2

1

 �
�

�
���

−

−( )













�
	

Таблица 1. Зависимость числа итераций N от желаемой точности задачи ε, размерности d, константы 
сильной выпуклости µ и порядка гладкости функции β

Сильно выпуклый случай Выпуклый случай
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Нетрудно заметить, что в этих работах идет “борьба” за оптимальную оракульную сложность T = 2N. 
Однако, рассматривая безградиентный алгоритм, в последнее время авторы уделяют внимание и другим 
критериям оптимальности (см. [187]) — оракульной сложности T, числу последовательных итераций N 
и максимально допустимому уровню враждебного шума, при котором все еще удается достичь желаемой 
точности ε. Один из способов улучшения оценок числа последовательных итераций для безградиентного 
алгоритма — это взять за базу ускоренный алгоритм первого порядка (см., например, [26], [151]) и применить 
технику батчирования (где B — размер батча), тем самым достигнув оптимальной оценки в итерационной 
сложности при B d³ 4κ  (см. [195]): N  ε−( )1/2  и, получив (“конкурирующие” результаты с табл. 0) 
общее число обращений к оракулу, в выпуклом случае для любого размера батча B с � �

B
d

B
= 1,

4
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. 	

Кроме того, исследование вопроса о максимально допустимом уровне враждебного шума, возвращаемого 
безградиентным оракулом со значением целевой функции, является не менее важным, поскольку 
в некоторых приложениях (см., например, [196]) чем больше уровень враждебного шума ∆, тем дешевле 
вызов безградиентного оракула; безградиентный оракул или оракул нулевого порядка в такой концепции 
шума принимает следующий вид: f x f x xδ δ( ) = ( ) ( )+ , | ( ) |� x  £ �| ( ) |� x  £ �, т. е. оракул возвращает значение целевой 
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функции с некоторым ограниченным шумом. Например, в случае повышенной гладкости функции при 
выполнении условия Поляка–Лоясиевича (32) в работе [188] рассматриваются различные концепции 
с враждебным шумом, а также демонстрируется показательный результат преимущества рандомизированного 
алгоритма и эффективность использования ядерной аппроксимации (78). А в случае, когда функция не 
является гладкой, но гарантируется M-липшицевость функции f(x), такой, что для всех x, y ∈ Q:

	 f y f x M y x( ) ( ) ,
2

− ≤ − 	

существуют работы [152], [197]–[199], авторы которых предоставили оценки на максимально допустимый 
уровень шума ∆ в различных настройках задачи, совпадающий с верхними границами, полученными 
в работе [200] для класса выпуклых M-липшицевых задач оптимизации.

Обзор современного состояния развития безградиентных методов для (сильно) выпуклых задач в условиях 
шума представлен, например, в [187]. Выше был описан лишь один важный, но все же частный сюжет.

Настоящая статья представляет пополненную расшифровку записи лекции 12 июля 2023 г. А. В. Гасникова 
на Традиционной школе им. Б. Т. Поляка по оптимизации (https://ssopt.org/).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решение задач оптимизации часто сводится к нахождению точки экстремума некоторой функции. 
При этом принято полагаться на использование известных итерационных процедур, использующих 
значения исследуемой функции в выбираемых последовательно точках. Наличие помех при измерениях 
оказывает существенное влияние на результат. Для практики важно предложить такую итерационную 
схему, которая как можно более быстрая (по количеству итераций), простая (по сложности, требуемым 
ресурсам и времени выполнения одной итерации) и работоспособная при почти произвольных помехах. 
Именно такого типа процедуры были предложены в [1]–[3], основная идея которых состоит в решении 
сложных многомерных (в пространстве d ) задач оптимизации методами, похожими на процедуру 
Кифера–Вольфовица, но использующими на каждой итерации для формирования новой градиентной 
аппроксимации вместо 2d-измерений целевой функции только одно или два измерения в точках на 
случайно выбираемой линии, проходящей через точку предыдущей оценки. В статье 1989 г. [1] была 
предложена новая стохастическая рекуррентная процедура с одним измерением на итерации с пробными 
возмущениями на входе, для которой была обоснована состоятельность оценок при почти произвольных 
зависимых помехах в наблюдениях. Позже этот результат был распространен на векторный случай (см. 
[4]–[6]). В 1990 г. в статье Б. Т. Поляка и А. Б. Цыбакова [2] такого типа алгоритмы получили название 
поисковые алгоритмы стохастической аппроксимации, и для них при достаточно общих условиях была 
доказана асимптотическая оптимальность в том смысле, что для класса близких функций невозможно 
предложить итеративный алгоритм, который будет асимптотически сходится быстрее. Похожий алгоритм 
в англоязычной литературе под называнием метод SPSA (Simultaneously Perturbed Stochastic Approxima-
tion) в варианте с двумя измерениями был предложен в 1992 г. в статье [3] и с одним измерением — в [7]. 
Позднее в 1999 г. в статье [8] был обоснован новый алгоритм с двумя измерениями, в одном из которых 
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измерение псевдоградиента проводилось в возмущенной точке, а в другом — в точке предшествующей 
оценки без возмущения. Такая версия лучше подходит для оптимизации в реальном времени, когда данные 
поступают в обновляющемся потоке. Основная идея метода состоит в решении сложных многомерных 
(в пространстве d ) задач методами, похожими на процедуру Кифера–Вольфовица, но используя на 
каждой итерации для формирования одной градиентной аппроксимации вместо 2d-измерений целевой 
функции только одно или два измерения в точках на случайно выбираемой линии, проходящей через 
точку предыдущей оценки.

В последнее время подобного рода алгоритмы привлекают внимание исследователей (см., например, 
[9], [10]). Их часто стали называть безградиентными методами с неточным оракулом. В 2023 г. вышла 
статья [11], развивающая идеи из [5]. Алгоритм, рассматриваемый в этой статье, был первоначально 
предложен в [12] для нахождения центров восходящих термических потоков, используемых для 
увеличения длительности полетов БПЛА планерного типа. При исследовании скорости сходимости 
оценок ключевую роль играет способ формирования размеров шагов алгоритмов. В статье [13] этот 
алгоритм с постоянными размерами шага использовался для решения задачи трекинга. На практике 
с течением времени вид исследуемой функции может несколько видоизменяться, и точки экстремумов 
могут дрейфовать со временем. В зависимости от скорости дрейфа и уровня помех в измерениях выбор 
постоянного большего размера шага алгоритма на итерации может давать более высокую скорость 
сходимости, но только в некоторую окрестность текущей точки экстремума, при малом постоянном 
размере шага оценки сходятся медленнее, но результаты точнее при отсутствии дрейфа. Важно, чтобы за 
время сходимости искомая точка экстремума не отдрейфовала далеко. Если нет возможности сходиться 
точно, есть возможность сойтись быстрее. Например, в задачах слежения за маневрирующими целями 
не так важно, чтобы оценки точно сошлись к искомому решению, как важно успеть отслеживать 
дрейф точки минимума (точность отходит на второй план, важнее становится скорость сходимости). 
Для задач распределенной оптимизации (в частности, распределенного отслеживания целей) в [14] 
была предложена модификация алгоритма, совмещенная с консенсусным протоколом локального 
голосования. В [15] показаны возможности ускорения сходимости по Нестерову, основанные на 
использовании метода тяжелого шарика Б. Т. Поляка (см. [16]).

Детальный вклад известных работ Б. Т. Поляка в развитие численных методов оптимизации анализируется 
в [17].

Далее в настоящей статье свойства оценок алгоритма из [13] анализируются на основе использования 
стохастической функции Ляпунова, опираясь на результаты статьи [18], в которой Б. Т. Поляк предложил 
и обосновал метод на основе стохастической функции Ляпунова для исследования свойств оценок 
псевдоградиентных итеративных алгоритмов стохастической оптимизации (см. также [6], гл. 5).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, АЛГОРИТМ И ОСНОВНЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Пусть 1 2, ,x x ¼  — последовательность точек измерения (план наблюдения, выбираемый или 
контролируемый экспериментатором), d

nx Î  , в которых в каждый момент времени 1,2,n = ¼  доступно 
наблюдению с помехами nv  значение некоторой дифференцируемой по nx  штрафной функции (функции 
потерь) F x wn n,( ) :

	 ( ), ,n n n ny F x w v= + 	 (1)

где F d p:   × → 1, wn{ }  — неконтролируемая последовательность p-мерных случайных векторов wn  
(возмущений) с одинаковым (может быть) неизвестным распределением ( )wP ×  с компактным носителем 

=  supp ( )( ) p
wP × Ì  .

Рассмотрим задачу минимизации функции

	 f x F x w F x w P dww wp( ) = ( )



 = ( ) ( )∫: , , .E

R
� 	 (2)

Здесь и далее   — символ математического ожидания.
Задача: по доступным наблюдениям необходимо построить последовательность оценок θ̂n неизвестного 

вектора θ, минимизирующего функцию ( )f x .
Для решения поставленной задачи воспользуемся итеративным алгоритмом из [13] с двумя измерениями.
Алгоритм: выберем произвольный вектор начальной оценки θ̂0 0

¡ dθ Î  , и для выбираемых или задаваемых 
последовательностей положительных чисел αn{ } , βn

+{ }  и  βn
−{ }  с помощью пробного одновременного 

возмущения {∆n} определим шаг итерации:
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	 (3)

где ∆n n, , , ,� � = …1 2  — наблюдаемая (задаваемая или контролируемая пользователем) последовательность 
независимых случайных векторов из d  с известными функциями распределения Pn ⋅( ), Kn

d d⋅( ) →:    — 
задаваемые пользователем вектор-функции (ядра), удовлетворяющие вместе с  Pn ⋅( )  условиям

	 ∫ ( ) ( ) = ∫ ( ) ( ) = n n n nx dx x x dxP P IT0, ,� � � � � � � �� 	 (4)

	 sup P
n

n nx dx n∫ ( ) ( ) < = …� � � � � � � � � �
2

1 2∞, , , . 	 (5)

Следующие предположения будут использоваться для формулировки основного результата.
Предположение 1. Функция f(·) — сильно выпуклая, т. е. имеет единственный минимум в d  в некоторой 

точке θ = θ(f(·)) и

	 x f x x x d− ∇ ( ) ≥ − ∀ ∈� � �,
2 � � � �  	

с некоторой постоянной µ > 0 . Здесь и далее 〈 〉 =
=∑x y x y

i

d
i i, :

1
 �  — скалярное произведение x y d, Î  .

Предположение 2. Условие Липшица на градиент функции F w⋅( ),

	 ∇ ( )−∇ ( ) ≤ −F x w F x w A x x1 2 1 2, , , 	

с некоторой постоянной A > µ  ∀ ∈ ∀ ∈w x xp d , , . 1 2

Предположение 3. ∀ ∈x d  функции F x,⋅( )  и ∇ ⋅( )x F x,  равномерно на   ограничены.
Пусть

	 v v v w
w

wn n n n
n

n
= − =









−

−
2 2 1

2

2 1
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Предположение 4. О равномерной ограниченности помех наблюдения vn :
∀ ≥n 1, если vn  случайно, то  vn v

2 2{ } ≤ σ ,  иначе vn  ограничены: vn v£ σ .
Предположение 5. Условия о взаимной независимости помех vn, возмущений wn  и пробных возмущений 

∆n:
∀ ≥n 1  случайный вектор ∆n  не зависит от wn, случайные векторы wn, ∆n  не зависят от w wn1 1, ,… − ; 

если vn{ }  — случайные величины, то wn, ∆n  также не зависят от v vn1, ,¼ .

3. АНАЛИЗ СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ОЦЕНОК

Для анализа сходимости оценок алгоритма (3) используется метод из [18], аналогичный второму методу 
Ляпунова в теории устойчивости. В качестве функции Ляпунова выберем

	 V n nθ θ θ 

2 2 2 2
21

2
− −( ) = − .	 (6)

Перечислим основные условия теорем 1—3 из [18], выполнение которых надо проверить.
Условие А. Итеративный процесс Yn , задающий направление изменения оценки, имеет марковский 

характер, т. е. распределение случайного вектора Yn  зависит только от θ̂2n−2 и n:

	 Y G wn n n n= ( )−θ2 2, . 	

Для алгоритма (3) имеем

	  Y
y y

n n n
n n

n n
n{ } = ( ) −

+
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+ − −{ | }.K F� 2 2 1
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Условие Б. V nθ2 2−( ) — неотрицательна, inf V nθ2 2 0−( ) = ,  V nθ2 2−( )  — дифференцируема, а ее градиент 
удовлетворяет условию Липшица:

	 ∇ ( )−∇ ( ) ≤ −V x V L xθ θ . 	

Условие В. Условие псевдоградиентности:

	 ∇ ( ) ( ){ } ≥ ( )− >− − −V G w Vn n n n n n n n n� � � � � � �  

2 2 2 2 2 2 0, , , , � � � � � � � � ≥≥ 0.	

Для алгоритма (3) с учетом выбранной в виде (6) функции Ляпунова получается следующее выражение:

	 ∇ ( ) ( ){ } − ( ) −
− − −

−V G w
y y

n n n n n n n
n n� � � �
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  

2 2 2 2 2 2
2 2 1, , , { � = K �

nn n
n+ − −
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| } .F 1 	

Учитывая вид y yn n2 2 1, -  и  x xn n2 2 1, - , перепишем  G wn n nθ2 2−( ){ },  в виде

	  G w
F w v F
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2 1 2 1
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F 	

Так как в силу предположения 5 вектор ∆n не зависит от vn , то

	  { | } { | }K F K Fn n n n n n n n n nv v x dx v v∆( ) −( ) = ∫ ( ) ( ) −( )− − − −2 2 1 1 2 2 1 1� P .. 	

Далее из (4) следует, что первый сомножитель в последней формуле равен нулю, а значит, и

	 { | } .n n n n nv v F∆( ) −( ) =− −2 2 1 1 0 	

Следовательно,

	   G w F w Fn n n
n n

n n n n n n n�
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2 2 2 2 2 2
1

− + − −
+( ){ } =

+
( ) +( )−, { ,K � � −−
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− −−( )2 2 1 1�n n n nw� , | }.F  	 (7)

Воспользовавшись дважды формулой Тейлора, перепишем выражение под знаком математического 
ожидания:
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Оценим два слагаемых с интегралами по модулю:
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Подставляем получившееся в (8) выражение в (7):
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Условие Г. Условие на Gn ⋅ ⋅( ), :

	  G w x V xn n n n n n, , , .( ){ } ≤ + ( ) ≥ ≥
2 2 0 0� � � �� � � � � � � � � � 	

Учитывая ограниченность вектор-функций n ⋅( )  и компактность их носителя, последовательно выводим
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(10)

использовав ограниченность вектор-функций n ⋅( ) , компактность их носителя и неравенство

	
F x w F x w F x wn n n n n n n n n� � � � � �  

2 2 2 2 2 2 1 2 2 2−
+

−
−

− −
++( )− −( ) ≤ +( ), , , −− ( )+

+ −( )− ( ) +
−

−
−

− − −

F w

F x w F w F

n n

n n n n n

�

� � �



 

2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

,

, ,

� �

� �� � 

2 2 2 2 2 2 1n n n nw F w− − −( )− ( ), , ,
	

где C ii, , ,� � = …1 2 , — некоторые положительные константы.
Для разности применим дважды формулу Тейлора:
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Добавив и отняв ∇ ( )−x n nF wθ2 2 2,  и ∇ ( )− −x n nF wθ2 2 2 1, , получаем
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Оценим скалярные произведения
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В итоге получаем оценку для (12):
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Подставив получившуюся оценку в (10), последовательно выводим
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в силу ограниченности n  и компактности их носителя. Распишем разность
	 F w F wn n n nθ θ 

2 2 2 2 2 2 1− − −( )− ( ), , 	 (14)
в виде

F w F t w F w Fn x n n n n xθ θ θ θ θ θ θ θ, , , ,2 2 2 2 2 2 2 1( )+ ∇ + −( )( ) −( ) − ( )− ∇− − −
  ++ −( )( ) −( )− − −t wn n nθ θ θ θ 

2 2 2 1 2 2, , .

Добавив и отняв ∇ ( )−x n nF wθ2 2 2,  и ∇ ( )− −x n nF wθ2 2 2 1, , получаем

	

= ( )− ( )+ ∇ + −( )( )−∇ (− − −F w F w F t w F wn n x n n x n nθ θ θ θ θ θ, , , ,2 2 1 2 2 2 2 2 2
  )) −( ) −

− ∇ + −( )( )−∇ ( )

−

− − − −

,
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θ θ

θ θ θ θ



 

2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

n
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θ θ θ θ
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+ ∇ ( ) −( ) − ∇ ( ), , , , θθ θ

2 2n− −( ) .

	

Оценим скалярные произведения:
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         ≤ − ∇ ( ) + ∇ ( )( )− − − −θ θ θ θ  

2 2 2 2 2 2 2 2 1n x n n x n nF w F w, , .
	

Получили оценку для (14) в виде

	 	

Подставим получившееся выражение в (13):

 

(15)
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Введем обозначения:

	 a F w F w
A x F w

n n

n n x n n n

x

= ( )− ( )+
+( )+ ∇ ( ) +

+ ∇
−

+ −
−

+

� �
� � � �
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


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11( ) ,
	

	 a b a ab bn n n+ −( ) = + − + −( )− − −θ θ θ θ θ θ  

2 2
2

2
2 2

2
2 2

2
. 	

Так как

	
2 1
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то

a b a ab bn n n+ −( ) ≤ + + −






 + −(− − −θ θ θ θ θ θ  

2 2
2

2
2 2

2 2
2 20 5 0 5. . )) = −−

2
2 2

2 2
2

a ab ab b n + 0.5  + (0.5  + ) θ θ .

После подстановки в (15) получаем оценку
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в силу компактности носителя  n ⋅( ), равномерной ограниченности функции F и ∇F.
Условие Д. Условие на начальное приближение  � � �

0
2

−









<  выполнено.

Для формулировки основного результата статьи надо ввести ограничения на последовательность {αn}. 
Пусть αn удовлетворяет ограничениям
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	 (16)

Введем обозначения:
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Условие Е. 0 1£ £νn , 
n n∑ =�� �.

При выборе αn, удовлетворяющих ограничениям (16), условие Е выполняется.
Проведенный анализ доказывает следующую теорему, являющуюся прямым следствием теорем 1—3 из [18].
Теорема. Пусть выполняются предположения 1–5 и условия (4), (5) и (16).
Если limn n→ ≤ ≥�� � �, ,� � 0  тогда limn n→ −
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Если 0,nψ ®  тогда  � � �θ θn −{ }→2 0.

Если, кроме того,
а) lim 1n n∞λ λ® £ < , то
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б) 1nλ λ£ <  для всех n, то
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в) limn n 1' , то
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г) n 1'  для всех n, то
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Если 
n n
�
� �∑ <� ,  тогда θ θ

n − →
2

0  c вероятностью единица.
При этом для всякого   00, 0nε > ³  имеем
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где ( )P ×  обозначает вероятность.

Если, кроме того, lim 1n n∞λ λ® ¢ ³ > ,
то для всякого 0K >  найдется такое C C K= −
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а если ′ ≥ >λ λn 1  для всех n, то
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Борисом Теодоровичем Поляком в 70-е годы XX в. были получены результаты, которые до сих пор 
активно используются исследователями. В настоящей статье на основании теорем 1—3 из статьи [18] 
получены новые результаты о свойствах оценок алгоритма (3), расширяющие ранее установленные в [6] 
асимптотические свойства оценок, добавляя к ним оценки точности при конечном числе итераций.
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Abstract. In 1976–1977, Polyak published in the journal Avtomatica i Telemekhanika (Automation and 
Remote Control) two remarkable papers on how to study the properties of estimates of iterative pseudogradient 
algorithms. The first paper published in 1976 considered the general case based on the stochastic Lyapunov 
function, and the second one considered the linear case. The assumptions formulated in these papers and the 
estimates obtained in them can still be considered the state-of-the art. In the current paper, Polyak’s approach is 
applied to the study of the properties of estimates of a (randomized) stochastic approximation search algorithm 
for the case of unknown-but-bounded noise in observations. The obtained asymptotic estimates were already 
known earlier, and exact estimates for a finite number of observations are published for the first time.

Keywords: stochastic approximation search algorithm, unknown-but-bounded noise, gradient approximation, 
smoothing kernels, gradient-free methods, methods with inexact oracle.
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В задаче поиска безусловного минимума рассматриваются функции f(.), определенные и достаточно 
гладкие в окрестности U(x*) точки минимума функции n вещественных переменных. Всюду далее 
множество точек минимума функции f обозначается как X f* Argmin =  и предполагается непустым. 
Необходимое условие минимума функции f в точке x* задается равенством f ʹ(x*) = 0,

 
при этом матрица вторых 

производных функции в точке минимума является положительно полуопределенной. Следует отметить, что 
исследованиям по методу Ньютона посвящено значительное число научных работ, среди которых укажем 
[1—7]. Со многими работами можно ознакомиться в обзорной статье [8]. В данной работе показывается, 
что несмотря на возможную вырожденность матрицы Гессе в точке x*, в окрестности этой точки градиент 
целевой функции принадлежит образу ее второй производной и, следовательно, ньютоновская система 
относительно направления спуска разрешима в точках этой окрестности. Это топологическое свойство 
выпуклости и экстремальности позволяет по новому взглянуть на численные методы ньютоновского типа 
и обосновать скорость сходимости этих методов без обременительного предположения относительно 
невырожденности матрицы Гессе в точке x*. Для задачи безусловной оптимизации получены свойства, 
уточняющие неравенство Лоясевича (см. [9—10]). Именно, неравенство обобщено для всего спектра 
производных до определенного порядка. В работе рассматриваются функции, производные которой 
равномерны по аргументу и в совокупности по порядку ограничены в некоторой окрестности U(x*) точки x*, 
т. е. для данной окрестности существует положительная константа M такая, что значения ее производных 
любого порядка не превосходят по абсолютному значению эту константу. Кроме того, объектом рассмотрения 
в работе будут достаточно гладкие в окрестности точки минимума функции, т. е. функции, имеющие 
неограниченное число порядков производных. Всюду далее без ограничения общности считаем f(x*) = 0 
и обозначаем f (0)(x) = f(x). Для функции одной переменной справедлива

DOI: 10.31857/S0044466924040045, EDN: ZKJRII

Ключевые слова: выпуклая функция, метод Ньютона, разрешимость, сходимость, скорость сходимо-
сти, регулярность.

В статье устанавливается новое свойство выпуклых функций, позволяющее добиться геометрической 
скорости сходимости метода Ньютона в процессе минимизации. А именно, установлено, что даже 
в случае вырождения гессиана в решении, ньютоновская система разрешима в окрестности точки ми-
нимума, т. е. градиент целевой функции принадлежит образу матрицы вторых производных и поэтому 
можно применять аналоги метода Ньютона. Библ. 10.
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Лемма 1. Если x*-точка изолированного локального минимума достаточно гладкой в U(x*) функции f R R: ,®  
производные которой равномерно по аргументу и в совокупности по порядку ограничены в некоторой окрестности 
U(x*), то существует четная степень 2 p p p f, = ∈ , для которой справедливы неравенства

	 f x f x
f x

x x
C kp k

k

p k k
2

2
0 0( ) ( )

( )

−( ) > ( ) = ( )
−

≥ =* *
*

, ,
( )

,� � � � � � � � � � � � 00 1 2 2 1, , , ,… − ,p 	

при всех x ∈Ů(x*), где положительные константы C Ck k f= , , k = 0,1,2,..., 2p − 1, не зависят от x.
Доказательство. Поскольку x* — точка локального минимума функции f, то f ʹ(x*) = 0. Сначала покажем, 

что в условиях леммы невозможна ситуация, когда производные f xk( ) ( ) =* 0  при любом порядке k, 
k = 1, 2,.... Действительно в этом случае для фиксированной точки x x t U x= + ∈ ( )* *  в силу ограниченности 
производных в окрестности x* из формулы Тэйлора при нулевых производных до любого фиксированного 

порядка k следует неравенство f x t
M t

k

k

' * +( ) ≤ ( )
θ

θ
!

,  где M ‒ обозначенная выше верхняя грань для 
множества значений производных функции f в указанной окрестности и  θ ∈ ( )0 1, .  Отсюда и из условия 
изолированности локального минимума x* значение 

f x t f x t d M k* *+( ) = ′ +( ) ≤ +( )∫ 0

1
1� θ θ / ! 

При достаточно больших k это означает противоречие с возможным предположением f x x x( ) ≠ ≠0, �  * 
что противоречит изолированности локального минимума x*. Следовательно, существует конечное 

k f x f xk l> ( ) ≠ ( ) =( ) ( )1 0 0: ,* * �
  

k f x f xk l> ( ) ≠ ( ) =( ) ( )1 0 0: ,* * � , l k= … −1 2 1, , , .  

При этом порядок k может быть только четным: k p p= ∈2 ,   и  f xp2 0( ) ( ) >* ,  поскольку x* — точка 
локального минимума функции f. Теперь для завершения доказательства достаточно обозначить через C0 

значение 1
2 1

2

p
f xp

+( ) ( )( )
!

,*  тогда из формулы Тэйлора и ограниченности производной порядка 2p + 1 

в окрестности U(x*) будет вытекать первое неравенство леммы. Разложение в окрестности x* по формуле 
Тэйлора производной f xk( ) ( )  дает остальные неравенства леммы при любом k p= … −1 2 2 1, , , , если через 
Ck обозначить 1

2 1
2

p k
f xp

+ −( ) ( )( )
!

* .

Следствие 1. При выполнении условий леммы 1 функция f локально выпукла.
Действительно, если f x2 0( ) ( ) >* ,  то в малой окрестности x* вторая производная будет оставаться 

положительной, что означает локальную выпуклость f(x). Если же f x2 0( ) ( ) =* ,  то, как показано в лемме 1, 
f xp( )2 0*( ) >  для некоторого p p p pf= = ∈ >, 1  и при этом f x k pk( ) ( ) = = … −*   0 1 2 2 1, , , , .  Тогда 
f x C x x p2

2
2 2( ) −( ) ≥ −( )*  для любого x U x∈ ( )* , положительная константа C2 определена ранее в лемме 1. 

Последнее неравенство также означает локальную выпуклость f.
Для функции n переменных производную k-го порядка по направлению h в точке x будем обозначать 

как f xh
k( ) ( ).

Следствие 2. Если достаточно гладкая функция f R Rn: ,®  производные которой равномерно по 
аргументу и в совокупности по порядку ограничены в некоторой окрестности U(x*) изолированной точки 
минимума x*, то для каждого h R hn∈ =: ,1  существует четная степень 2 p ph f h f, ,, ,Î   для которой 
справедливы неравенства 

f x
ph f2

0, *( ) ( ) > , f xk( ) ( ) =* 0 , 
f x th

t
C

k

p k k
h f

( )

−

+( )
≥

*

,2
, 

где k ph f= … −0 1 2 2 1, , , , ,  при всех t h∈ ( ]0, ,δ  положительные константы C Ck k h f= , , , k ph f= … −0 1 2 2 1, , , , ,,   
не зависят от t, x U xh

* * ,+ ∈ ( )δ  при этом сама функция локально выпукла вдоль направления h.
Здесь элемент p ph f= ∈,   определяется направлением h h, = 1  и не зависит от малых t, для которых 

x U xh
* *+ ∈ ( )δ , но значение δh > 0 зависит от h и в общем случае эта величина может быть бесконечно малой 

относительно h. Далее в лемме 2 будет показано, что для случая выпуклой функции f можно гарантировать 
существование верхней границы для величины ph f, Î   и положительной нижней границы для δh  на 
множестве векторов h h: .= 1
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Из леммы 1 вытекает, что в точках достаточно малой выколотой окрестности решения корректно 
определен оператор Ньютона ψ x x f x f x( ) = − ( )( ) −2 1( ) .'   Для случая произвольной размерности пространства 
Rn  лемма 1 означает выпуклость функции f вдоль любой прямой, проходящей через точку x* , при 
условии достаточной гладкости функции на пересечении прямой и окрестности U(x*)). Кроме того, для 
любой прямой, проходящей через точку x* вдоль вектора h, справедливо неравенство f x Ch

m2
2

( ) ( ) ≥*  
для некоторой степени 2p, p ph= ∈ , и некоторой константы C C h2 2 0= >, .  Неравенство Лоясевича 
гарантирует выполнимость данного неравенства в случае аналитичности в окрестности U(x*) функции при 
некоторых p C, ,2  не зависящих от h. Выпуклость в указанной окрестности функции позволяет требовать 
лишь достаточную гладкость функции и получить свойство “устойчивости” неравенства Лоясевича, что 
расширяет область применения метода Ньютона. Имеет место

Лемма 2. Если выпуклая достаточно гладкая функция f R Rn: ,®  производные которой равномерно по 
аргументу и в совокупности по порядку ограничены в некоторой окрестности U(x*) изолированной точки 
минимума x*, то существует четная степень 2 p p p f, = ∈ , константа C C f= > 0  и величина δ δ= >f 0,  
для которых
	 f x th Ct p* +( ) ≥ 2 	
при всех h h t: , , .= ∈ ( ]1 0�  δ

Доказательство. Докажем существование такого p p f= ∈ ,  обладающего свойством: если 
f x i p h f xh

i
h

p h( ) ( )( )( ) = = … ( )− ( ) >* ' *   '  0 0 1 2 2 1 0
2

, , , , , , ,�  то p h p'( ) ≤ .  Предположим противное, тогда для 
некоторых последовательностей h h t tk k k k: , := → +1 0  имеет место неравенство f x t h C tk k k

mk* +( ) < ,  
где Ck > 0  — элементы некоторой ограниченной, а  mk ∈ −  возрастающей последовательностей. Без 
ограничения общности можно считать, что h h C C kk k® ® ®, , .� � ∞   Обозначим conv   h h h hk k k k n, , , ,+ + +…{ }1 2  
через Vk .  В случае dimVk < n указанный набор векторов изменяется путем прибавления к n ‒ dimVk векторам 
линейно независимых приращений длины порядка C t C kk

p
k

2 0, , ,�   ® ® ∞  после чего можно считать 
dimVk = n. Пусть далее ′ ∈ ′′ = + ′ −( ) ∈ ( ) = > + ′h V h h h h h hk k k k k k k kint    inf, , , , { :� �α α α α α0 1 0 −−( ) ∈h Vk }. Из 
выпуклости и непрерывности f следует f x t h Ctk k

mk* + ′′( ) ≤ 2 . С другой стороны, из леммы 1 следует, что для 
некоторого p ph= ∈   существует степень k k p∈ ≤N �, ,  для которой производная f x Ch

k2
2 0( ) ( ) ≥ >*  для 

некоторого C2 0> .  Поскольку h h kk''  ® ®, ,� ∞  то при достаточно больших номерах k  будут выполняться 
неравенства f x t h C tk k

k* + ′′( ) ≥ 2
2 , что противоречит предположению.

Следствие 3. Из доказательства леммы 2 следует существование степени 2 p , p p f= ∈  , а также 
констант C C k pk k f= = … −, , , , , ' ,1 2 2 1  для которых

	 f x f x k p f x thh
p

h
k

h
k2

0 0 0 1 2 1
' * * *   '  ( ) ( ) ( )( ) > ( ) = = … − +(, , , , , ,� � � )) ≥ < ≤−C t tk

p k2 0, ,� � δ 	

при этом p p h p' '= ( ) ≤  при всех h h: .= 1

Для точки x x th U x h= + ∈ ( ) =* * , 1, определим базис G G h g g gn= ( ) = …{ }1 2, , ,  пространства Rn  
и соответствующий индекс q q h= ( )  следующим образом. Рассмотрим матрицы

	 a
k

f x h kk
k k=

−( ) ( ) = …( ) −1

1
2 32

!
[ ] , , , .*    � 	

Тогда в точке x x th= +*  для достаточно гладкой функции f справедливы соотношения
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Далее определим номер k1 2³  как минимальный среди тех номеров k,  для которых одномерное 
пространство L L a hk k1 1

0= = { } ≠ { }Lin .  Прямую L1  переобозначим через L1,  вектор g1  определим как 
a h

a h

k

k

1

1

 и далее номер k k2 1>  определим как минимальный номер k , для которого Lin a hk{ } не содержится 

в L1. Тогда L a h L Lk k k2 2 2

1 2= { } ⊕( ) =Lin  dim, ,� �  одномерное подпространство L2  определяется как Pr
( )

,
L kL1

2
^  

вектор g2  определяется как нормированный вектор PrL ka h
2 2

.  При этом �Pr Pr ImL k L ka h a
2 2 2 2

Í .  Далее 
пространство L2  определим L L1

2Å .  Далее для каждого j q q h= … = ( )3 4, , ,  аналогично определяются 
прямые L L j qj L kj

j
= = …− ⊥Pr  

( )
, , , ,1 3 4� , и  соответствующие единичные векторы g j qj , , , , .= …1 2  

Номер q q h a h a h n= ( ) = …{ } ≤dimLin 1 2, , ,  прямая сумма L Lj
j

− ⊕1  обозначается как Lj  и является 
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подпространством в  Rn  размерности j.  На конечном этапе построено подпространство Lq  размерности 
q q h n= ( ) ≤ .  Обозначим ортогональное дополнение подпространства Lq  через H H Lq: ( )= ⊥  в случае 
q n<  и  H = { }0  при q n= .  Определим базис G h( )  пространства Rn  как набор построенных единичных 
взаимно ортогональных векторов g g gq1 2, , , ¼ , направленных вдоль построенных ортогональных прямых 
L l ql , , , ,�    = …1 2 , и произвольного ортогонального базиса g g gq q n+ + …1 2, , ,  подпространства H .

Справедлива
Теорема 1. Если для достаточно гладкой функции f R Rn:: ®  производные равномерно по аргументу 

и в совокупности по порядку ограничены в некоторой окрестности U(x*) изолированной точки минимума x*,  
то для любого фиксированного h h: ,= 1  система

	 f x th s f x th2( ) +( ) = ′ +( )* * 	 (2)
разрешима относительно s при достаточно малых t.

Доказательство. Решение системы s в базисе G при любом фиксированном векторе h определим 
покоординатно следующим образом. Положим PrH s = 0,  далее координата sq  в соответствии 
с  (1) определяется из условия Pr Pr PrL q k

k
L L k k k

k
q q

q

q q q
k a t s f x a ht−( )( ) = ′( ) =−

≥
−∑1

2 1� .  При этом 
s ht k o tq L qq
= −( )+ ( )Pr / .1  Подстановка координаты sq  в систему (2) позволяет получить координату 

s ht k o tq L qq− −= −( )+ ( )
−1 11

1Pr / . Далее последовательно определяются координаты s l q ql , , , , .�   = − − …2 3 1  
Решение системы (2) вообще говоря, не единственно, но из (1) следует, что координаты любого решения  
s в базисе G G h= ( )  имеют вид

	 s
ht

k
o t j qj

L

j

j=
−
+ ( ) = …

Pr
 

1
1 2, , , , .� � � � � � � � 	 (3)

Замечание 1. Для получения единственного решения системы (2) определим задачу
	 s f x s f xs

2 2→ ( ) = ′( )( )min , � � � � � � � � ,	 (4)
решение которой существует при каждом фиксированном h при всех достаточно малых t, при условиях, 
указанных в теореме 1. При этом длина интервала для t, в пределах которого решение существует, зависит от h.

Пример 1. Для невыпуклой функции f x x x x( ) = + −1
4

2 1
2 2( )  вывод теоремы 1 нарушается для точек 

параболы x x2 1
24= .  Таким образом, длина интервала, для которого имеет место теорема 1, стремится 

к нулю, по мере приближения вектора h к  1 0, .( )
Далее будет показано, что в случае выпуклой функции можно указать общий для всех векторов единичной 

сферы радиус окрестности переменной t,  в пределах которой задача (4) разрешима. Из вида целевой 
функции задачи (4) следует, что ее решение s f x f x= ′( )( ) +2 ( ) , где (.)+  означает псевдообратный оператор 
на своем образе. Координаты решения этой задачи в базисе G  удовлетворяют условию PrH s = 0.

Теорема 2. При выполнении условий леммы 2 при всех x,  достаточно близких к  x*,  задача (4) разрешима 
и ее решение удовлетворяет условиям

	 f x s M x x f x s s M x x
p p

'  * *( )( ) ≥ − ′′( )( ) ≥ −, , ,1

2

2

2
� ,	 (5)

где степень 2 p  определена в лемме 2, константы M M M Mf f1 1 2 2 0= = >, ,,  не зависят от x .
Доказательство. Из леммы 2 и (1) следует, что при всяком h h: ,= 1  номера k j ,  определяющие базис G,  

удовлетворяют условию: существует индекс l k k p1 1 1 1 2∈ + …{ }, , , , для которого a h Cl1
2 0[ ] ,≥ >  степень 2 p  

определена в лемме 2 и от h  не зависит, константа C > 0  также не зависит от h  и определяется в следствии 

к лемме 2. Последнее неравенство эквивалентно условию 
a h

l
C t

l p1

2

1
1

2

1

[ ]

−
≥  при малых t . Обозначая C

p2 1-
 

через M1,  получим неравенство в утверждении теоремы. Аналогично из следствия к лемме 2 получается 
и второе неравенство.

Следствие 4. При выполнении условий леммы 2 для выпуклой функции f  при всех x,  достаточно 
близких к  x*,  имеет место разрешимость относительно s  системы
	 f x s f x2( ) ( ) = ( )' , 	 (6)
что равносильно справедливости включения
	 f x f x' Im( ) ∈ ( )( )2 	 (7)
независимо от величины ранга матрицы f x2( ) ( ).
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Далее будем обозначать множество ( ) ( ){ }*:nx R f x f x εÎ £ +  как *,X ε  диаметр множества A  как 
diamA. Справедлива

Теорема 3. При выполнении условий леммы 2 существует натуральное p  и константа ,C < ¥  для которых 
справедливо неравенство

	 diam *X C p
ε ε<

1
2 .	 (8)

Замечание 2. Указанные ранее свойства справедливы в предположении, что множество точек минимума 
функции ( )f x  представляет изолированную точку. Если отказаться от данного предположения, то при 
выполнении остальных предположений теоремы 1 справедливо представление

	 Argmin *f x L= { }+ ,	 (9)

где L  — собственное подпространство ,nR  которое определяется условием ( )* [ ] 0k kf x h =  для всякого 
натурального .k

Из теорем 1, 2 не следует положительная определенность матрицы ( ) ( )2f x  в окрестности точки минимума 
x*.  Тем не менее они гарантируют применимость метода Ньютона для поиска точки минимума гладкой 

функции при условии подходящей начальной точки, поскольку задача (1) позволяет получить вектор перехода 
в итерационной схеме без предположения выпуклости целевой функции. Кроме того, в данном случае удается 
получить монотонность по аргументу метода Ньютона, а при более сильных предположениях — линейную 
скорость сходимости. В случае же выпуклости целевой функции полученное свойство справедливо без 
дополнительных предположений.

Рассмотрим сначала применение результата теоремы 1 для доказательства монотонности по 
аргументу схемы метода Ньютона. Именно, определим оператор Ньютона ψ x s x f x f x, ( ) ,( ) = − ( )( ) +2 '  
где ( ) ( )2 ( ) 'f x f x s+ =  — решение задачи (4). Из процесса построения решения s  в теореме 1, и замечания 
к теореме следует, что для любого фиксированного : 1,h h =  при достаточно малых значениях t данный 
оператор корректно определен без предположения выпуклости фукции .f  Для получения оценки скорости 
сходимости дополнительно к предположениям теоремы 1 естественно определяется следующее свойство.

Определение 1. Функция f  слабо регулярна в точке x* , если существует константа 0fd d= > , для 
которой max j q jh d≤ ≥  для всякого , 1.h h =  Здесь как и ранее q q h a h a h hj= ( ) = …{ }dimLin 2 3, , , �  — 
координата вектора h  с номером j  базисе .G

Теорема 4. Если функция f  слабо регулярна в точке x* , то при выполнении условий теоремы 1 существует 
( )0,1 ,λ Î  для которого � x th s x t* *,+( )− ≤ �  при всех достаточно малых .t

Доказательство. Для любого решения системы (1) в силу предположения слабой регулярности в точке 
x*  существует номер ,j  для которого PrLk j

h d> .  Отсюда

	 th s t h s t h t h s
l l k

q

L L H L L

j

l l k j k j
− ≤ − + + − ≤

= ≠
∑
1,

�Pr Pr Pr Pr Pr 	

	 ( ) 1
1 1 1 ,

1 1j j

d
t t t t

k k
α α λ

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷£ - + - £ - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç çè ø è ø
	

	 � � � �= ( ) = −
−
∈ ( ) = ( ) ≥h

d
k

h d
j

1
1

0 1, , . 	

Замечание 3. Полученное неравенство не означает линейной сходимости метода Ньютона, поскольку 
знаменатель ,λ  который участвует в оценке, вообще говоря, зависит от .h  В случае выпуклой функции 
полученный результат справедлив в более сильном виде: � x s x x x, * *( )− ≤ −�   при всех x  из достаточно 
малой окрестности x*,  поскольку для выпуклых функций справедливо следущее свойство.

Определение 2. Функция f  равномерно регулярна в точке x* , если существуют номер fm m= Î   
и константа 0fd d= > , для которых найдется индекс : ,jj q k m£ £  такой что PrLj

h d³ .

Имеет место
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Теорема 5. Если функция f  равномерно регулярна в точке *x , то при выполнении условий теоремы 1 
существует ( )0,1 ,λ Î  для которого � x s x x x, .* *( )− ≤ −�   при всех x  из достаточно малой окрестности *.x

Доказательство. Из теоремы 4 следует, что полученный знаменатель ( )hλ λ=  ограничен сверху равномерно 
по h , ( )1 : 1 ' 1,

1j

d
h h

k
λ λ= = - £ <

-
  где : .jj k m£  Такой номер j  существует, как показано в теореме 1. 

Кроме того, из условия равномерной регулярности следует, что Hh d^ >  для некоторого 0d > , не зависящего 
от h , где Ah -  проекция вектора h  на подпространство A . Отсюда следует оценка для знаменателя λ , не 
зависящая от .h

Замечание 4. Из леммы 2 следует, выпуклая функция равномерно регулярна в точке *x : 
( ) 2 , 1.j jk k h m p h= £ = =  Условие равномерной регулярности является необходимым и достаточным 

условием линейной скорости сходимости метода Ньютона при выполнении условий теоремы 1 без 
предположения о выпуклости функции .f  Итерационная схема метода Ньютона имеет вид

	 ( ) ( )2
1 ( ) ' ,k k k kx x f x f x+

+ = - 	

а оценка скорости сходимости метода будет линейная:

	 x x x x kk k+ − ≤ − ∈ ( ) = …1 0 1 0 1 2* *   λ λ, , , , , ,� ,	

при начальном приближении достаточно близком к решению *x  в случае равномерно регулярной в точке 
минимума функции .

Следствие 5. При выполнении условий теоремы 2 для выпуклой функции скорость сходимости 
итерационной схемы метода Ньютона является линейной при любом выборе начальной точки x  из 
достаточно малой окрестности решения. Действительно, из теоремы 2 следует, что выпуклая функция 
является равномерно регулярной в решении *,x  откуда вытекает линейная оценка скорости сходимости.

Для получения сходимости метода Ньютона с  более высокой скоростью, чем линейная, 
рассмотрим модифицированный оператор ψ1 x s, ,( )  покоординатная запись которого в базисе G  
представляет собой ψ ψ1 11 1 2( , ) , , , , ; ( , ) , ,x s x k s j q x s x g x hj j j H H= − −( ) = … = − ( )  

 
ψ ψ1 11 1 2( , ) , , , , ; ( , ) , ,x s x k s j q x s x g x hj j j H H= − −( ) = … = − ( )   где вектор-функция 

g x h H H s f x f x, : , ( ) .( ) → = ( )( ) +�  '2  Оператор 1( , )Hx sψ  позволяет определить модифицированную схему 
Ньютона x x sk k k+ = ( )1 1ψ , .  Из теоремы 1 следует

Теорема 6. Модифицированная схема Ньютона гарантирует сверхлинейную оценку скорости сходимости 
при хорошем начальном приближении в том и только том случае, когда функция ( ),g x h  удовлетворяет условию 

( ) ( ), .Hg x h h o t- =

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Бомадио Б., Лебедев К. А. Метод Ньютона для нахождения экстремумов сильно выпуклых функций // Меж-

дународный научно-исследовательский журнал. 2015. Выпуск 6—2 (37). С. 11—14.
2.	 Заботин В. И., Черняев Ю. А. Метод Ньютона для задачи минимизации выпуклой дважды гладкой функ-

ции на предвыпуклом множестве //Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2018. Т. 58. № 3. С. 340—345. DOI: 
10.7868/S0044466918030031.

3.	 Budzko D., Cordero A., Torregrosa J. R. Modification of Newton’s Method to extend the convergence 
domain // SeMA Journal. 2014. Т. 66. № 1. С. 43—53. DOI: 10.1007/s40324-014-0020-y.

4.	 Nesterov Y. Accelerating the cubic regularization of Newton’s method on convex problems //Mathematical 
Programming. 2008. Т. 112. № 1. С. 159—181. DOI: 10.1007/s10107—006—0089-x.

5.	 Polyak B., Tremba A. New versions of Newton method: step-size choice, convergence domain and under-determined 
equations //Optimization Methods and Software. 2019. С. 1272—1303. DOI: 10.1080/10556788.2019.1669154.

6.	 Nesterov Y., Polyak B. T. Cubic regularization of Newton method and its global performance //Mathematical 
Programming. 2006. Т. 108. № 1. С. 177—205.

7.	 Поляк Б. Т. Градиентные методы минимизации функционалов //Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1963. 
Т. 3. № 4. С. 643—653.

8.	 Поляк Б. Т. Метод Ньютона и его роль в оптимизации и вычислительной математике //Труды Института 
системного анализа Российской академии наук. 2006. Т. 28. С. 44—62.

9.	 Colding T. H., Minicozzi W. P. Lojasiewicz inequalities and applications //arXiv:1402.5087. 2014.
10.	 Lojasiewicz S. Division d’une distribution par une fonction analytique de variables reelles //C. R. Acad. Sci. 1958. 

Т. 246. № 5. С. 683—686.



	ОБ ИЗБЫТОЧНОСТИ НЕВЫРОЖДЕННОСТИ ГЕССИАНА ДЛЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ СКОРОСТИ... �643

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

ON THE REDUNDANCY OF HESSIAN NONSINGULARITY  
FOR LINEAR CONVERGENCE RATE OF THE NEWTON METHOD 

APPLIED TO THE MINIMIZATION OF CONVEX FUNCTIONS

Yu. G. Evtushenkoa,b,*, A. A. Tret’yakova,c,**
aFederal Research Center “Information Science and Control,” Russian Academy of Sciences,

 Vavilova St., 44, Moscow, 119333 Russia
bMoscow Institute of Physics and Technology,

Institutskiy per., 9, Dolgoprudny, Moscow oblast, 141701 Russia
cSiedlce University, Faculty of Exact and Natural Sciences, 

 Siedlce, 08-110 Poland
*e-mail: yuri-evtushenko@yandex.ru
**e-mail: prof.tretyakov@gmail.com

Received 10 August, 2023
Revised 07 November, 2023

Accepted 07 November, 2023

Abstract. A new property of convex functions that makes it possible to achieve the linear rate of 
convergence of the Newton method during the minimization process is established. Namely, it is proved 
that, even in the case of singularity of the Hessian at the solution, the Newtonian system is solvable 
in the vicinity of the minimizer; i.e., the gradient of the objective function belongs to the image of the 
matrix of second derivatives and, therefore, analogs of the Newton method may be used.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Методы и алгоритмы управления с итеративным обучением появились как инструмент повышения 
точности выполнения повторяющихся операций роботами (см. [1]). После появления пионерской работы [1], 
в силу относительной простоты и естественной структуры конечных алгоритмов, управление с итеративным 
обучением (УИО) быстро приобрело широкую популярность, как среди теоретиков, так и среди практиков. 
Для первоначального знакомства с этим активно развивающимся направлением можно рекомендовать 
обзоры [2], [3], а также недавнюю монографию [4]. В настоящее время алгоритмы УИО находят эффективное 
применение в аддитивных производствах, в частности, в установках высокоточного многослойного лазерного 
напыления (см. [5], [6]) в медицинских роботах для реабилитации больных, перенесших инсульт (см. [7], 
[8]), в устройствах поддержки желудочка сердца (см. [9]) и в других многочисленных приложениях.

Одной из важнейших задач является повышение скорости сходимости алгоритмов УИО. Для решения 
этой задачи используются различные подходы. В настоящей работе предлагается подход, мотивированный 
идеей многошаговых методов в теории оптимизации (см. [10]). Хорошо известно, что такие двуxшаговые 
методы как метод тяжелого шарика и метод сопряженных градиентов позволяют существенно ускорить 
сходимость градиентного метода (см. [10]–[12]). Алгоритмы УИО, аналогично алгоритму градиентного 
метода, для формирования управления на текущем шаге используют информацию с текущего и предыдущего 
шагов и, как в многошаговых методах оптимизации, можно ожидать, что учет в этих алгоритмах более 
глубокой “предыстории” позволит ускорить сходимость. Далее алгоритмы УИО, использующие информацию 
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Алгоритмы управления с итеративным обучением появились в связи с задачами повышения точности 
выполнения повторяющихся операций роботами. Они используют информацию из прошлых повторений 
для корректировки управляющего сигнала на текущем повторении. Чаще всего используется только 
информация из предыдущего повторения. Алгоритмы управления с итеративным обучением, которые 
используют информацию из нескольких предыдущих повторений, называются алгоритмами высшего 
порядка. В последнее время в литературе повысился интерес к этим алгоритмам в связи с задачами 
роботизированных аддитивных производств. Однако помимо того, что эти алгоритмы мало изучены, 
относительно их свойств имеются противоречивые оценки. В настоящей статье предлагаются новые 
алгоритмы управления с итеративным обучением высшего порядка для линейных дискретных и диф-
ференциальных систем, идея построения которых основана на аналогии с многошаговыми методами 
в теории оптимизации, в частности, с методом тяжелого шарика. Приведен пример, подтверждающий 
возможность увеличения скорости сходимости ошибки обучения при использовании таких алгорит-
мов. Библ. 25. Фиг. 7.
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с текущего и предыдущего шагов будем называть алгоритмами первого порядка, а при использовании 
информации с большего числа предыдущих шагов — алгоритмами высшего порядка.

Предлагаемый подход не является абсолютно новым и в различных версиях изучался в литературе (см. [13]–
[21]). Однако во всех этих работах на текущем шаге используется лишь неполная информация об управлении 
на прошлых шагах, что представляется нелогичным в рамках указанных аналогий с многошаговыми 
методами оптимизации, где роль “управления” выполняет аргумент оптимизируемой функции. Тем не менее, 
в работах [14], [15] показано что даже такие “неполные” структуры УИО высшего порядка обеспечивают 
более высокую скорость сходимости, чем структуры УИО первого порядка. Такие же результаты были 
получены в [16]–[19], причем в [16]–[18] утверждаeтся, что эффект ускорения в алгоритмах высшего порядка 
достигается за счет эффектов обучения в течение нескольких предыдущих итераций. В [20] относительно 
УИО высшего и первого порядков представлены весьма неопределенные выводы. Авторы этой работы 
считают, что трудно обосновать достоинства той или иной стратегии УИО, хотя идея УИО высшего порядка 
кажется естественной. В работе [21] предложен алгоритм УИО на основе метода Нестерова (см. [22]), но 
скорость сходимости алгоритма по доказанному авторами составляет ( )1 /O k , в то время, как хорошо 
известно, она составляет ( )21 /O k  (см. [22], [23]). Кроме того, предложенный алгоритм относится к типу 
причинных алгоритмов УИО и обладает известными недостатками (см. [2]), существенно ограничивающими 
их применение. Важно отметить, что выводы перечисленных работ сделаны на рассмотрении частных 
случаев и примеров, и ни в одной из них не приведен строгий сравнительный анализ в общей постановке 
даже для линейных систем.

В литературе изучались также другие свойства УИО высшего порядка (см. [24], [25]). В [24] утверждается, 
что реальной мотивацией использования УИО высшего порядка является уменьшение влияния помех 
и шума. В [25] рассматривается оптимальность УИО в смысле минимизации следа ковариационной матрицы 
ошибок управления в классе некоррелированных случайных возмущений. Показано, что УИО высшего 
порядка не уменьшает минимальное значение этого следа по сравнению с УИО первого порядка. Таким 
образом, выводы [24] и [25] противоречат друг другу. Окончательный вывод требует дополнительного 
исследования, поскольку в [24] не представлено достаточно полных доказательств, а в [25] в алгоритме 
УИО используется дискретный аналог производной необработанного случайного сигнала, и такое решение 
нельзя считать допустимым, поскольку уже само вычисление такой величины приводит к возрастанию 
дисперсии. Вопросы скорости сходимости ошибки обучения в [24] и [25] не изучались.

Наконец, отметим, что совсем недавно появился активный интерес к разработке и применению алгоритмов 
УИО высшего порядка в задачах аддитивных производств (см. [26]), мотивированный особенностями 
новых прикладных задач.

В настоящей работе, в отличие от упомянутых работ, строятся непричинные алгоритмы УИО, при 
этом по аналогии с многошаговыми методами на текущем повторении используется полная предыстория, 
т. е. полностью учитываются управляющие воздействия на определенном числе предыдущих повторений. 
Для построения алгоритмов используется разработанная авторами теория устойчивости повторяющихся 
процессов (см. [27]), в рамках которой условия сходимости ошибки обучения выражаются через свойства 
дивергенции векторной функции Ляпунова. В рассматриваемом линейном случае эта теория позволяет 
использовать эффективную технику линейных матричных неравенств. Общих результатов, доказывающих 
преимущество алгоритмов УИО высшего порядка в смысле увеличения скорости сходимости ошибки 
обучения, пока получить не удалось, но приведенный пример, использующий характеристики реального 
портального робота, убедительно подтверждает это преимущество и служит серьезной мотивацией для 
дальнейшего развития общей теории.

2. ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ

2.1. Постановка задачи
Рассмотрим дискретную систему в повторяющемся режиме, описываемую линейной моделью в про-

странстве состояний
	 ( ) ( ) ( )1 ,k k kx p Ax p bu p+ = + 	

	 ( ) ( )           T , 0 1, 0,k ky p c x p p N k= £ £ - ³         ( ) ( )           T , 0 1, 0,k ky p c x p p N k= £ £ - ³ 	 (1)

где k  — номер повторения, ( ) xn
kx p Î   — вектор состояния, ( )ku p Î   — скалярная входная переменная, 

имеющая смысл управления, действующего на систему, ( )ky p Î   — выходная переменная, которая 
в рассматриваемом классе задач часто называется профилем повторения, N  — продолжительность 
повторения, A , b  и  c  — постоянная матрица и векторы соответствующих размеров.
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Закон управления формируется в соответствии с алгоритмом

	 u p v pk
i

d

i k i( ) = ( )
=

−∑
0

 τ , 	 (2)

	 v p v p v p kk k k+ +( ) = ( )+ ( ) = …1 1 0 1∆ , , , ,� � � � � � � �  	 (3)

где 0kv = , если [ ],0k dÎ - , d  — число предыдущих повторений, информация с которых используется 
на текущем повторении, ∆vk+1  — обновляющая поправка на повторении k +1 , τi i d, , ,� � ∈ [ ]0  — весовые 
коэффициенты.

Обозначим через ( )ref ,y p Î   0 1,p N£ £ -  желаемую (эталонную) траекторию, которая должна 
воспроизводиться на выходе системы, тогда

	 ( ) ( ) ( )refk ke p y p y p= - 	 (4)

представляет собой ошибку обучения на повторении .k  Поставим задачу найти такую последовательность 
управлений { }ku , что выполняются условия

	 e pk
k� , , ,0 0 1� 	 (5)

	 ( ) ( ) [ ]        lim , 0, 1 .k
k

u p u p p N∞
∞

∞
®

= < Î - 	 (6)

Эти условия обеспечивают сходимость ошибки обучения к нулю при k ∞®  при сохранении 
ограниченности последовательности входных переменных. Далее эти условия будем называть условиями 
сходимости.

Из условий (2) и (3) следует, что эта задача сводится к нахождению обновляющей поправки и весовых 
коэффициентов, при которых гарантируется выполнение условий (5) и (6). В соответствии с концепцией, 
предложенной Я. З. Цыпкиным (см. [28]), эта задача относится к задачам обучения. При d = 0 и  0 1τ = , когда 
на текущем повторении используется только информация с предыдущего повторения, эта задача известна 
как задача построения алгоритма управления с итеративным обучением первого порядка, которая наиболее 
полно изучена в литературе. При 0d >  имеем задачу построения алгоритма управления с итеративным 
обучением высшего порядка, которая изучена значительно меньше.

Заметим, что рассмотрение систем со скалярными входными и выходными переменными связано лишь 
с возможностью более компактного изложения результатов, и в случае систем с векторными входными 
и выходными переменными принципиальных затруднений не возникает.

2.2. Построение модели относительно приращений переменных  
в форме повторяющегося процесса

Введем скалярные переменные x̌k,1(p) = vk(p), x̌k,2(p) = vk−1(p),..., x̌k,d(p) = vk−d+1(p), x̌k−d+1(p) = vk−d(p) и вектор  
x̌k = [ x̌k,1 ... x̌k,d+1]T. Тогда по построению

	  x̌k(p) = Ad x̌k−1(p) + bd vk(p),	 (7)
где

	         T

0 0 0 0

1 0 0 0

, [1 0 0] .0 1 0 0

0 0 1 0

d dA b

é ù¼ê ú
ê ú¼ê ú
ê ú= = ¼¼ê ú
ê ú
ê ú
ê ú¼ê úë û

    

	 (8)

С использованием (7) первое уравнение в (1) можно записать как
	  xk(p + 1) = Axk(p) + bθTx̌k(p),	 (9)

где   T
0 1[ ] .dθ τ τ τ= ¼

Введем вспомогательные векторы

                             ( ) ( ) ( )1 ,k k kp x p x pη -= -                          η̌k(p) = x̌k(p) − x̌k−1(p).	 (10)
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Тогда из (7) и (10) следует

	 η̌k(p) = Adη̌k−1(p) + bd∆vk(p),	 (11)

где ∆v p v p v pk k k( ) = ( )− ( )−1 .  Учитывая (10), запишем уравнение в приращениях вдоль траектории 
повторения в виде

	 ηk(p + 1) = Aηk(p) + bθTAdη̌k−1(p)+ bθTbd∆vk(p).	 (12)

Учитывая, что согласно (4) e p y p x pk ref k( ) = ( )− ( )cT , и, используя (12), получим следующую систему 
уравнений в приращениях переменных:

	 ηk(p + 1) = Aηk(p) + bθTAdη̌k−1(p)+ bθTbd∆vk(p),	

	 η̌k(p) = Adη̌k−1(p) + bd∆vk(p),	 (13)

	 ěk(p) = −cTAηk(p) − cTbθTAdη̌k−1(p)+ ěk−1(p) − cTbθTbd∆vk(p),	

где ěk(p) = ek(p + 1).
Зададим корректирующую поправку в виде

	 �v p k p k e pk k k( ) = ( )+ +( )−1 2 1 1T� , 	 (14)

где вектор 1k  и скаляр 2k  подлежат определению из условий сходимости (5), (6). Подставляя (14) в (13), 
запишем модель в приращениях переменных в окончательном виде:

	 k d k k d kp A b b k p b Ad p b b k e p1 1 1 2 1
T T T T ,ˇe p c A b b k p c b A p c b b k ek d k d k dˇ ˇˇT T T T T T T

1 1 21 k p1 .,	

	 k d k d k d kp b k p A p b k e p1 1 2 1
T ,ˇˇe p c A b b k p c b A p c b b k ek d k d k dˇ ˇˇT T T T T T T

1 1 21 k p1 .,	 (15)

	 e p c A b b k p c b A p c b b k ek d k d k dˇ ˇˇT T T T T T T
1 1 21 k p1 .	

Модель (15) записана в форме дискретного повторяющегося процесса, относящегося к классу так на-
зываемых 2D cистем (см. [29]). Один из возможных подходов к получению условий сходимости ошибки 
обучения может быть основан на теории устойчивости повторяющихся процессов с использованием век-
торных функций Ляпунова (см. [27]). Эта теория далее используется в настоящей статье для построения 
алгоритмов управления с итеративным обучением.

2.3. Общие условия сходимости ошибки обучения
Введем в рассмотрение вектор e p p e pk k k[ ]1 1

T Tˇˇ  и определим на траекториях системы (15) 
векторную функцию Ляпунова

	 ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

1

2

, ,
k

k k
k

V p
V p e p

V e p

η
η

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

	 (16)

где ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )              1 2 1 20, ) 0, 0, 0, 0 0, 0 0.k k k k iV p p V e p e p V Vη η> ¹ > ¹ = =  Определим на траекториях 
системы (15) дискретный аналог оператора дивергенции

	 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 2, 1 .k k k k k kV p e p V p V p V e p V e pη η η += + - + - 	 (17)

Для краткости далее будем называть этот оператор просто дивергенцией. Дальнейший анализ основан 
на следующей теореме, которая является следствием теоремы 1 из [27].

Теорема 1. Предположим, что существует векторная функция Ляпунова (16) и положительные скаляры 
1 2,c c  и  3c  такие, что на траекториях системы (15) выполняются неравенства

	 ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1 2k k kc p V p c pη η η£ £ ,	 (18)
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	 ( ) ( )( ) ( ) 2
1 2 2 ,k k kc e p V e p c e p£ £ 	 (19)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 3 1, .k k k kV p e p c p e pη η+ +£- + 	 (20)

Тогда алгоритм управления с итеративным обучением (2), (3) с обновляющей поправкой (14) гаранти-
рует выполнение условий сходимости ошибки обучения (5), (6).

Доказательство. В соответствии с теоремой 1 из [27] при условиях (18)–(20) существуют 0α >  и  0 1λ< <  
такие, что
	 ( ) ( )2 2

.k p k
k kp e pη αλ αλ++ £ £ 	 (21)

Следовательно, k
kp ,�  где �, , и, принимая во внимания определение e , e pk

k .�  
Таким образом, справедливо (5). Далее, поскольку ∆vk(p) определено соотношением (14), из (3) c учетом 
(21) получим
	 ( ) ( ) ( )1 /2

1 0 ,k p
k kv p v p α λ + +
+ £ + 	 (22)

где α α0 1 22= { } max k k, � � . Из (22) следует, что

	 v p v pk
p

n

k
n( )≤ ( ) + +( )

=

−

∑0 0
1 2

0

1
2� � �/ / .� 	

B правой части последнего неравенства стоит сходящаяся при k ∞®  геометрическая прогрессия, 
следовательно, предел в левой части ( )v p∞  при k ∞®  существует, и при этом справедлива оценка

	 ( ) ( )
( )1 /2

0
0 1/2

,
1

p

v p v p∞
α λ

λ

+

£ +
-

	

откуда в соответствии с (2) следует, что справедливо условие (6).

2.4. Построение алгоритма
Обозначим k k k kp p p e p[ ]T T T

1 1ˇˇ  и введем в рассмотрение матрицы согласованных размеров

	 A

A b A

A

c A c b A

b

b b

b

c b

d

d

d

d

d=

− −





















=

−

θ

θ

θT

T T T

T

T

0

0 0

1

,

θθTb

I

d





















=



















, .Г

0 0

0 0 0

0 0 1

	

Рассмотрим дискретное неравенство Риккати

	 A PA P A Pb b Pb R b PA QT T T T− −( ) − + +−1 01σ [ ] 
	 (23)

относительно матрицы [ ]  1 2diag 0,P P P=   где   2 2
1 2,x xn n d dP P´ + ´ +Î Î  , 0 1σ< < , 0Q   и  0R >  — 

соответственно весовая матрица и весовой коэффициент. Применяя лемму о дополнении Шура, получим, 
что если линейные матричные неравенства

	
1

0

0

0 01

1

−( )
+























−

−

σ X XA X

AX X bR b

X Q

X

T

T
 , � � � � ,	 (24)

разрешимы относительно [ ]  1 2diag 0X X X=  , где 1X  и  2X  имеют те же размерности, что и  1P  и  2P , то 
1P X -= .

Определим
	 f f f b Pb R b PA

n d
x

T T T T= = −] [ +
+

−[ ]1
1

3

1

10






Г 	 (25)

и предположим, что выполняется следующее матричное неравенство:

	 M M M Q M

M I

− − −

−

















Г Г Г

Г
 0, 	 (26)
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где T T 1 T[ ] .M A Pb b Pb R b PA-= +  Выбирая компоненты векторной функции Ляпунова (16) в виде 
квадратичных форм

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )        T T
1 1 2 2,k k k k k kV p p P p V e p e p P e pη η η= = 	

и вычисляя дивергенцию функции (16) вдоль траекторий системы (15) с учетом (23) и (26), получим

	

V p e p p A PA M M M P p

p

k k k k

k

� � �

�

+ ( ) ( )( ) = ( ) − − + −



 ( ) =

= (

1 , T T

T

Г Г Г Г

)) − −( ) −





+ + +

+ − − −( )−

−A PA P A Pb b Pb R b PA Q

M M M Q P

T T T T

Г Г Г Г

1 1�

�

]

]�� � � �k k kp p P p( ) ≤ − ( ) ( )T .

	 (27)

Поскольку [ ]  1 2diag 0,P P P=   из (27) следует, что выполнены все условия теоремы 1. Таким образом, 
доказан следующий результат.

Теорема 2. Предположим, что для некоторого выбора весовой матрицы 0,Q   вектора θ  и скаляров 0R >  
и  0 1σ< <  линейное матричное неравенство (24) имеет решение 0X  , матрица 1P X -=  удовлетворяет 
неравенству (26), 1 1,k f=  2 3k f= , где 1,f  и  3f  — компоненты вектора f  из (25). Тогда алгоритм управления 
с итеративным обучением (2), (3) с обновляющей поправкой (14) обеспечивает выполнение условий сходимости 
ошибки обучения (5), (6).

Заметим, что параметр σ  характеризует запас устойчивости системы (15). С его увеличением, при 
выполнении условий теоремы 2, спектр матрицы ( )T T

1dA b b kθ+  и число ( )T T
21 c b b kθ- , оставаясь внутри 

единичного круга, удаляются от его границы.

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

3.1. Постановка задачи
Рассмотрим дифференциальную систему в повторяющемся режиме, описываемую линейной моделью 

в пространстве состояний

	 ( ) ( ) ( ),k k kx t Ax t bu t= + 	

	 ( ) ( )       T , 0 , 0,k ky t c x t t T k= £ £ ³    ( ) ( )       T , 0 , 0,k ky t c x t t T k= £ £ ³ 	 (28)

где все обозначения имеют тот же смысл, что и в (1).
Алгоритм управления формируется следующим образом:

	 u t v tk
k

d

i k i( ) = ( )
=

−∑
0

 �τ ,	 (29)

	 v t v t v t kk k k+ +( ) = ( )+ ( ) = …1 1 0 1∆ , , , ,� � � � � 	 (30)

где 0kv = , если [ ],0k dÎ - , d  — число предыдущих повторений, информация с которых используется на 
текущем повторении, ∆vk+1  — обновляющая поправка, [ ]  , 0, ,i i dτ Î  — весовые коэффициенты.

Обозначим через ( )ref ,y t Î   0 t T£ £ , желаемую (эталонную) траекторию, тогда

	 ( ) ( ) ( )refk ke t y t y t= - 	 (31)

будет представлять собой ошибку обучения на повторении .k  Для сходимости ошибки обучения 
последовательность входных переменных ( ){ }ku t  должна обеспечивать выполнение условий

	 e tk
k� , , ,0 0 1�        e tk

k� , , ,0 0 1� 	 (32)

	 ( ) ( ) [ ]        lim , 0, .k
k

u t u t t T∞
∞

∞
®

= < Î 	 (33)

Из (29) и (30) следует, что, как и в случае дискретной системы, задача сводится к нахождению обнов-
ляющей поправки, и при которой выполняются условия (32) и (33).
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3.2. Вывод модели в  приращениях и  условия сходимости
Вводя переменную 

	 k

t

k kt x x d
0 1 , 	

перепишем (28) в виде

	 k k

t

kt A t b u d
0

. 	
Тогда с учетом (29) имеем

	 	

и окончательно, вводя переменные v t v d i dk i

t

k i0
0 1, , , , ,  имеем

	 � � � �k k
i

d

i k it A t b v( ) = ( )+
=

−∑  
0

� .		  (34)

Введем вспомогательные переменные

	 k k k k k kt v t t v t t v t1 2 1 3 2, , , , kd k dt v t1ˇˇˇˇ 	

и запишем уравнения динамики относительно повторений:

	 k d k d kt A t b v t1 ,ˇˇ 	 (35)

где k k k kdt t t t1 2 1 ,ˇˇˇˇ [k k k kdt t t t1 2 1 ,ˇˇˇˇ
  

], Ad и bd определены в (8). Уравнение (34) с учетом (35) можно переписать 
в виде
	 k k d k d kt A t b A t b b v tT T

1 .ˇ 	 (36)

Из (36) и (31) следует

	 e t c A t c b A t e t c b b v tk k d k k d k
T T T T T

1 1 1 .ˇ 	 (37)

Уравнения (35) и (37) задают полное описание динамики относительно повторений. Зададим обнов-
ляющую поправку в виде
	 ( ) ( ) ( )T

1 2 1k k kv t k t k e tδ η -= + 	 (38)

и запишем полную модель в приращениях:

	 k d k d k d kt A b b k t b A t b b k e tT T T T
1 1 2 1 ,ˇ 	

	 k d k d k d kt A t b k t b k e t1 1 2 1 ,ˇˇ 	 (39)

	 e t c A b b k t c b A t c b b k ek d k d k d k
T T T T T T T

1 1 21 1 t .ˇ 	

Модель (39) записана в форме дифференциального повторяющегося процесса, относящегося к классу 
2D систем. Как и в предыдущем разделе дальнейший анализ сходимости ошибки обучения будет основан 
на теории устойчивости повторяющихся процессов с использованием векторных функций Ляпунова из [27].

Введем в рассмотрение вектор e t t e tk k k[ ]T T
1ˇ  и векторную функцию Ляпунова

	 ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

1

2

, ,
k

k k
k

V t
V t e t

V e t

η
η

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

	 (40)

где ( ) ( ) ( ) ( )              1 2 1 20, 0, 0, 0, 0 0, 0 0.V V e e V Vη η> ¹ > ¹ = =
Аналог оператора дивергенции этой функции вдоль траекторий системы (39) имеет вид

	 V t e t
dV t

dt
V e tk k

k
k k�

�
( ) ( )( ) =

( )( )
+ ( )( ), ,

1
2� � � � � 	 (41)

где ∆k k k kV e t V e t V e t2 2 1 2( )( ) = ( )( )− ( )( )+ .
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Теорема 3. Предположим, что существует векторная функция Ляпунова (40) и положительные скаляры 
1c  — 4c  такие, что на траекториях системы (39) выполняются неравенства

	 c t V t c tk k k1
2

1 2
2

η η η( ) ≤ ( )( ) ≤ ( ) , 	

	 c e t V e t c e tk k k1
2

2 2
2( ) ≤ ( )( ) ≤ ( ) , 	

	 V t e t c t e tk k k kη η( ) ( )( ) ≤ − ( ) + ( )( ), ,3
2 2 	 (42)

	
∂ ( )
∂

≤−
V

c1
4

η
η

η . 	

Тогда алгоритм управления с итеративным обучением (29), (30) с обновляющей поправкой (38) гаран-
тирует выполнение условий сходимости ошибки обучения (32), (33).

Доказательство. В соответствии с теоремой 2 из [27] при условиях (42) существуют 0α > , 0λ >  
и  0 1ζ< <  такие, что

	 � � � � ��k k
k kt e t t( ) + ( ) ≤ −( ) ≤

2 2
 exp . 	 (43)

Следовательно, k
kt ,�  где �,  и, принимая во внимание определение e , e pk

k.�  
Таким образом, справедливо (32). Далее, поскольку ( )kv pδ  определено соотношением (38), то, учитывая 
(43), по аналогии с доказательством теоремы 1 нетрудно получить оценку

	 � � � �v t tk
k

+ ( ) ≤ −






1 0

21
2

 exp / .	 (44)

Из (43) следует

	 k
k

kt t t t exp  exp
1
2

1
2

2/ , k
k

kt t/ /, .2 21
2

e  exp 	 (45)

Из (36) c учетом (44) и (45) получим

	 � � � �k
kt t( ) ≤ −









−( )
1

1 21
2

 exp / , 	

где � � � �1 = { } max T TA b A b bd d, ,,  и

	  e t c t tk k
k( ) = ( ) ≤ −









−( )T  exp� � � �2
1 21

2
/ ,	

где T
2 1 .cα α=  С учетом двух последних неравенств

	 �v t
d
dt

v t k t k e t tk k k k+ +( ) = ( ) = ( )+ ( ) ≤ −








1 1 1 2 3
1
2

� � � �   exp 
−( )� k 1 2/ ,	

где α α α α3 0 1 2= { } max  , . Из (30) с учетом последнего неравенства следут

	 v t v t tk k
k

+
−( )( )≤ ( ) + −







1 3

1 21
2

� � � exp / .	

Условие (33) теперь следует из повторения, применительно к последнему неравенству, выводов, ана-
логичных сделанных в доказательстве теоремы 1 после неравенства (22) с учетом (29).

3.3. Построение алгоритма с использованием техники линейных матричных неравенств
Введем расширенный вектор ( )   T T T[ ( ) ( ) ]k k kt t e tξ η= , аналогичный введенному в предыдущем разделе 

для дискретных систем. Выбирая компоненты векторной функции Ляпунова (40) в виде квадратичных форм

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )  T T
1 1 2 2,k k k k k kV t t P t V e t e t P e tη η η= = 	

и вычисляя дивергенцию этой функции вдоль траекторий системы (39), получим

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 1,0 0,1 0,1T T T, ,k k k c c c c kV t e t t A I P PI A A I PA I P tη ξ ξé ù= + + -ê úë û
 	 (46)
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где                     
( ) [ ]

[ ] ( ) ( )

          

            

T
1 1 2 2 1 2

1,0 0,1T T
2 21 22 1 2

0, 0, , diag ,

0 0 0 0 0
diag , , , ,

0 0 1 0 0 0

cP P P P A A bk H P P P

I I
P P P k k k H I I

I

T T= = = + =

é ù é ù é ùé ù ê ú ê ú ê ú= = = = =ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

 

и размеры блоков матриц ( ) ( )      1,0 0,1, , ,P H I I  согласованы с размерностями переменных , , .eˇ  Проводя 
аналогию с теорией линейно-квадратичного регулятора (ЛКР), потребуем, чтобы выполнялось неравенство

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ( )T T T T, [ ) 0,k k k kV t e t t Q k H Rk H tη ξ ξù+ + £úû
 	 (47)

где [ ]    1 2diag 0, 0Q Q Q R=    — весовые матрицы, тогда нетрудно видеть, что все условия теоремы 3 будут 
выполнены. Неравенство (47) эквивалентно матричному неравенству

	 A I P PI A A I PA I P Q k H Rk Hc c c c
T T T T T1 0 1 0 0 1 0 1 0, , , , ( ) .( ) ( ) ( ) ( )+ + − + +  	 (48)

Введем переменные 1X P-=  и  Z  как решение уравнения

	 .HX ZH= 	 (49)

Тогда, применяя к (48) лемму о дополнении Шура, получим

	

M M X Y H

M X

X Q

Y H R

11 12

12
1

1

0 0

0 0

0 0

( )T T

T

T

0, 	

где

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  1,0 1,0 0,1 0,1T T T T
11 12( ) , .M AX bY H I I AX bY H I X M AX bY H I= + + + - = + 	

Если система матричных уравнений и неравенств (49), (50) разрешима относительно   0,X Y  и  Z , то

	 T T 1.k Y Z -= 	 (50)

Сделанные выводы можно объединить в виде следующей теоремы.
Теорема 4. Предположим, что для некоторого выбора весовой матрицы 0,Q   вектора θ  и скаляра 0R >  

система линейных матричных уравнений и неравенств (49), (50) разрешима относительно   0,X Y  и  Z , 
а вектор k  определяется по формуле (50). Тогда алгоритм управления с итеративным обучением (29), (30) 
с обновляющей поправкой (38) обеспечивает выполнение условий сходимости ошибки обучения (32), (33).

4. ПРИМЕР
Рассмотрим управляемое движение манипулятора по горизонтальной оси, перпендикулярной направ-

лению движения ленты конвейера многоосевого портального робота. Модель динамики, полученная экс-
периментально на основе частотного анализа [31], задается передаточной функцией

	 ( ) ( )

( )2 5

23.736 661.2
.

426.7 1.744 10

s
G s

s s s

+
=

+ + ´
	 (51)

Желаемая (эталонная) траектория движения продолжительностью 2 с представлена на фиг. 1. Для 
построения дискретной модели в пространстве состояний используем стандартные функции MATLAB, 
принимая период дискретности равным 0.01  с.

Рассмотрим сначала случай 1d = , при этом согласно (2), (3), (14), как в методе тяжелого шарика, 
на текущем шаге используется информация с двух предыдущих шагов. Введем в рассмотрение 
среднеквадратическую ошибку (СКО) обучения

	 E k
N

e p
p

N

k( ) = ( )
=
∑1

0

2� , 	 (52)
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и сравнение скорости сходимости алгоритмов будем проводить по числу шагов, при котором E(k) уменьшится 
в 10 раз относительно начального значения. Матрицa Q  и положительные скаляры R , σ  были выбраны, 
исходя из принципов теории ЛКР:

	                 5 3diag 1 1 1 10 10 5 10 , 10 , 0.0125.Q R σ-é ù= ´ = =ê úë û
	

Отметим, что выбор этих параметров представляет отдельную нетривиальную задачу, для более детального 
ознакомления с которой заинтересованный читатель может обратиться к [32]–[35]. В данном случае 
были использованы асимптотические свойства ЛКР (см. [35]), в соответствии с которыми малый вес 
R  не ограничивает энергию управления, а большой вес при ошибке обучения в матрице Q  придает 
доминирующий характер этой переменной при формировании управления.

При 0 1τ =  и  1 0τ =  получаем стандартный алгоритм первого порядка, для которого

	 [ ]            T
1 215.5 12.7 5180.4 , 194.6.k k= - - - = 	

Для алгоритмов второго порядка при 0 1τ =  естественно задавать 1τ , не превышающим 1, иначе обновленная 
информация будет подавляться устаревшей. При 10 1τ< <  получаем ускорение сходимости относительно 
алгоритма первого порядка. При 1 1τ >  в силу преобладания устаревшей информации происходит нарушение 
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Фиг. 1. Желаемая траектория движения.

Фиг. 2. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и  второго порядка 
(сплошная линия) при 1 0.8τ = .
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Фиг. 3. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и  второго порядка 
(сплошная линия) при 1 1.2τ = .
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монотонности изменения E(k) и замедление скорости сходимости относительно алгоритма первого порядка. На 
фиг. 2 представлено сравнение алгоритма первого порядка и алгоритма второго порядка при 1 0.8τ = , при этом

	 [ ]            T
1 27.2 5.6. 2296.3 , 190.2.k k= - - - = 	

На фиг. 3 представлено то же сравнение при 1 1.2τ = , в этом случае

	 [ ]            T
1 22.27 1.74 714.95 , 75.72.k k= - - - = 	

Рассмотрим случай 2d = . При этом согласно (2), (3), (14) на текущем шаге учитывается информация 
с трех предыдущих шагов. Сохраним все параметры теми же, что и при 1d = . Единственное отличие будет 
в естественном увеличении размера среднего блока матрицы Q , в результате она примет вид

	             5diag 1 1 1 10 10 10 5 10 .Q é ù= ´ê úë û
		

Расчеты и моделирование показали, что при 0 1τ =  обнуление одного из коэффициентов 1τ  или 2τ  
при изменении второго в интервале ( )  0, 1  дает практически то же самое ускорение сходимости ошибки 
обучения, что и при 1d =  (фиг. 4 и фиг. 5). 
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Фиг. 7. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и  третьего порядка 
(сплошная линия) при τ1 = 0.6, τ2 = 0.7.

Фиг. 4. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и третьего порядка 
(сплошная линия) при τ1 = 0.8, τ2 = 0.

Фиг. 5. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и третьего порядка 
(сплошная линия) при τ1 = 0, τ2 = 0.8. 

Фиг. 6. Изменение СКО обучения в  случаях алгоритма 
первого порядка (штриховая линия) и третьего порядка 
(сплошная линия) при τ1 = 0.8, τ2 = 0.4.
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Близкая картина наблюдается, если оба коэффициента не равны нулю и  2 1τ τ<  (фиг. 6), но при этом, 
начиная с некоторого значения 1τ  ошибка обучения начинает расходиться. 

При 2 1τ τ>  ошибка всегда расходится (фиг. 7), что объясняется противоречивым характером информации, 
поступающей в алгоритм.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложены новые алгоритмы управления с итеративным обучением высшего порядка, 
отличающиеся от немногих известных тем, что они учитывают полную информацию о предыдущих 
шагах и по структуре аналогичны алгоритмам многошаговых методов в теории оптимизации. Примеры 
подтверждают ускорение сходимости ошибки обучения относительно алгоритмов первого порядка. 
В дальнейших исследованиях предполагается оценить робастность и эффективность предложенных 
алгоритмов в условиях неопределенности модели и с учетом внешних случайных возмущений и шумов 
измерений. Остается также открытым вопрос конструктивного выбора глубины памяти (параметр d ) 
и весовых коэффициентов ( 1, , dτ τ¼ ). Отдельным направлением является распространение полученных 
результатов на нелинейные системы.

Наконец, наиболее трудным является строгое общее теоретическое обоснование возможных преимуществ 
алгоритмов УИО высшего порядка в смысле скорости сходимости ошибки обучения. Хотя примеры вселяют 
определенную надежду, в общем случае эта задача пока остается открытой даже для линейных систем.

Идея этой работы появилась под влиянием докладов на традиционной молодежной летней школе им. 
Б. Т. Поляка (Нижний Новгород, 10—15 июля 2023 г.). Авторы выражают благодарность А. В. Гасникову 
за конструктивную дискуссию и указание на интересную работу [12].
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Abstract. Iterative learning control (ILC) algorithms appeared in connection with the problems of 
increasing the accuracy of performing repetitive operations by robots. They use information from 
previous repetitions to adjust the control signal on the current repetition. Most often, information from 
the previous repetition only is used. ILC algorithms that use information from several previous iterations 
are called higher-order algorithms. Recently, interest in these algorithms has increased in the literature 
in connection with robotic additive manufacturing problems. However, in addition to the fact that these 
algorithms have been little studied, there are conflicting estimates regarding their properties. This paper 
proposes new higher-order ILC algorithms for linear discrete and differential systems. The idea of these 
algorithms is based on an analogy with multi-step methods in optimization theory, in particular, with 
the heavy ball method. An example is given that confirms the possibility to accelerate convergence of 
the learning error when using such algorithms.

Keywords: iterative learning control, linear systems, higher-order algorithms, repetitive, processes, convergence, 
stability, vector Lyapunov function, linear matrix inequalities.
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ВВЕДЕНИЕ
Классическое уравнение теплопроводности часто используют для описания и математического мо-

делирования разнообразных тепловых процессов. При этом входящие в уравнение теплопроводности 
плотность вещества, его удельная теплоемкость и коэффициент теплопроводности считаются известными 
функциями координат и температуры. Задание дополнительных краевых условий позволяет определить 
динамику температурного поля в изучаемом объекте.

Однако не всегда свойства вещества бывают известны. Так, при создании новых материалов прихо-
дится встречаться с ситуацией, когда объемная теплоемкость и коэффициент теплопроводности вещества 
зависят только от температуры, и эта зависимость неизвестна. В связи с этим возникает задача определе-
ния зависимости объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности вещества от температуры 
по результатам экспериментального наблюдения за динамикой температурного поля. К такой же задаче 
приходят и в том случае, когда хотят описать сложный тепловой процесс некоторой упрощенной матема-
тической моделью. Примером может служить математическое моделирование процессов распространения 

DOI: 10.31857/S0044466924040067, EDN: ZJTAJT 

Ключевые слова: теплопроводность, обратные коэффициентные задачи, градиент, уравнение тепло-
проводности, тепловой поток.

Изучение нелинейных проблем, связанных с процессом теплопередачи в веществе, очень важно для 
практики. Ранее Ю.А. Горчаковым и В.И. Зубовым был предложен эффективный алгоритм опреде-
ления объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности вещества на основе результатов 
экспериментального наблюдения за динамикой температурного поля в объекте. В данной работе ис-
следуется задача одновременной идентификации зависящих от температуры объемной теплоемкости 
и коэффициента теплопроводности исследуемого вещества по тепловому потоку на границе области. 
Рассмотрение осуществляется на основе первой краевой задачи для одномерного нестационарного 
уравнения теплопроводности. Рассматриваемая обратная коэффициентная задача сводится к вариаци-
онной задаче, которая решается градиентными методами, основанными на применении методологии 
быстрого автоматического дифференцирования. Исследуется вопрос единственности решения обрат-
ной задачи. Библ. 27. Фиг. 12.
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тепла в сложных пористых композиционных материалах, где заметную роль играет радиационная тепло-
передача (см. [1], [2]).

Задача определения только коэффициента теплопроводности вещества рассматривается довольно дав-
но. Подтверждением этому может служить большое количество публикаций, посвященных указанному 
вопросу (см., например, [3]—[11]). Большое внимание в этих работах уделяется не только теоретическому 
исследованию обратных коэффициентных задач, но и разработке численных методов их решения. Что 
касается одновременного определения объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности ве-
щества, то работ, посвященных этому вопросу, немного (см., например, [12]—[14]).

Все указанные выше работы посвящены решению одной и той же задачи — определению теплофизиче-
ских параметров исследуемого вещества. Однако используемые математические постановки этой общей 
задачи в разных работах разные. Разные и методы, применяемые для решения этой задачи.

В настоящей работе рассматривается одна из возможных постановок такой обратной коэффициентной 
задачи. Ее рассмотрение проводится на основе первой краевой задачи для одномерного нестационарного 
уравнения теплопроводности. Обратная коэффициентная задача сводится к вариационной задаче. В ка-
честве целевого функционала выбрано среднеквадратичное отклонение рассчитанного теплового пото-
ка на границе образца от его экспериментального значения. Предложен алгоритм численного решения 
обратной коэффициентной задачи. В основе этого алгоритма лежит современная методология быстрого 
автоматического дифференцирования (БАД-методология, см. [15], [16]), позволившая успешно решить 
ряд сложных задач оптимального управления динамическими системами (см., например, [17]—[19]). При-
веденные в работе примеры решения обратной коэффициентной задачи демонстрируют работоспособ-
ность предложенного алгоритма. В статье, кроме того, исследуется вопрос единственности получаемого 
решения сформулированной обратной задачи.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается слой материала ширины L . Температура этого слоя в начальный момент времени 

известна. Также известно, как изменяется со временем температура на краях этого слоя. Распределение 
температурного поля в слое в каждый момент времени описывается решением следующей начально-кра-
евой (смешанной) задачи:

( , ) ( , )
( ) ( ) 0,

T x t T x t
C T K T

t x x

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç- =÷ç ÷ç¶ ¶ ¶è ø
 ( , ) ,x t QÎ (1.1)

0( ,0) ( ),T x w x=  (0 ),x L£ £ (1.2)

1(0, ) ( ),T t w t=       2( , ) ( )T L t w t=  (0 ).t Θ£ £ (1.3)

Здесь x — декартова координата точки в слое; t — время; { }(0 ) (0 )Q x L t Θ= < < ´ < < ; ( , )T x t  — тем-
пература вещества в точке с координатой x  в момент времени t ; ( )C T  — объемная теплоемкость вещества, 

( )K T — коэффициент теплопроводности; 0( )w x  — заданная температура слоя в начальный момент време-
ни; 1( )w t  — заданная температура на левом краю слоя; 2( )w t — заданная температура на правом краю слоя.

Если зависимость объемной теплоемкости вещества ( )C T  и его коэффициента теплопроводности ( )K T  
от температуры T  известна, то, решая смешанную задачу (1.1) — (1.3), найдем распределение температуры 

( , )T x t  в  Q . Задачу (1.1)—(1.3) ниже будем называть прямой задачей.
Если же зависимость объемной теплоемкости вещества и его коэффициента теплопроводности от тем-

пературы неизвестна, то представляет большой интерес задача определения этих зависимостей. Одной из 
возможных постановок такой задачи (эта задача относится к классу задач идентификации параметров модели) 
является следующая: найти такие зависимости объемной теплоемкости вещества ( )C T  и коэффициента 
теплопроводности ( )K T  от температуры T, при которых тепловые потоки ( )0( ) (0, ) (0, )

T
t K T t t

x
Π

¶
= ×

¶
 на 

левом конце и  ( )( ) ( , ) ( , )L
T

t K T L t L t
x

Π
¶

= - ×
¶

 на правом конце, полученные в результате решения сфор-
мулированной задачи (1.1)-(1.3), мало отличаются от потоков 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  соответственно, полученных 
экспериментально. Мерой отклонения этих функций может служить величина (функционал «поток»):

	 ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

0

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,L L LC T K T t t t t t t dt
Θ

Φ β Π Ρ β Π Ρé ù= × - + × -ê úë ûò 	 (1.4)

где 0( ) 0tβ ³ , ( ) 0L tβ ³  — заданные весовые параметры; 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  — заданные тепловые потоки на 
концах слоя. Таким образом, задача оптимального управления состоит в определении оптимального 
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управления C T K T( ), ( ){ }  и соответствующего оптимального решения T x t( , )  задачи (1.1)—(1.3), при ко-
тором функционал (1.4) достигает минимального значения.

Следует отметить, что задача идентификации объемной теплоемкости C T( )  и коэффициента теплопро-
водности K T( ) , подобная описанной выше, рассматривалась в работе [20], только там в качестве целевого 
функционала выбирался функционал «поле»:

	 � �
�

C T K T T x t x t x t dxdt
L

( ), ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ,( ) = −[ ] ⋅∫∫
2

00

� 	 (1.5)

где µ( , )x t ³ 0  — заданная весовая функция, T x t( , )  — температурное поле, полученное в результате решения 
сформулированной задачи (1.1)—(1.3), Υ( , )x t  — температурное поле, полученное экспериментально. В [20] 
отмечено, что при использовании функционала «поле» решение задачи идентификации всегда неедин-
ственно и что целесообразно определять только отношение χ( ) ( ) / ( )T C T K T= . В случае использования 
функционала «поток» (1.4) это утверждение оказывается несправедливым.

Получить аналитическое решение сформулированной обратной задачи (1.1)—(1.4) удается крайне ред-
ко. Поэтому необходимо разработать алгоритм численного решения сформулированной обратной задачи.

2. ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В ДИСКРЕТНОМ СЛУЧАЕ
При численном решении сформулированной задачи оптимального управления искомые функции 

C T( )  и  K T( ) , T a bÎ [ , ]  аппроксимировались непрерывными кусочно-линейными функциями следую-
щим образом. Отрезок [ , ]a b , на котором идентифицируются функции C T( )  и  K T( ) , разбивался точками 
T a0 = , T1 , T2 , …, T bN =  на N  частей (они могут быть как равными, так и неравными). Каждой из точек 
Tn  ( ,..., )n N= 0  ставились в соответствие числа c C Tn n= ( ) , k K Tn n= ( ) . Искомые функции C T( )  и  K T( )  

аппроксимировались непрерывными кусочно-линейными функциями с узлами в точках ( , )T cn n n

N{ }
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Область Q x t x L t= < < × < <{ }( , ) : ( ) ( )0 0 Θ  разбивалась сеточными линиями xi i
I{ } =0

 и  t j

j

J{ }
=0

 на 
ряд прямоугольников с шагами h x xi i i= −+ 1  ( , )i I= −0 1 , τ j j jt t= − −

 

1  ( , )j J= 1 . В каждом узле ( , )

x ti
j  

расчетной области Q , характеризуемом парой индексов ( , )i j , все функции задавались своими значени-
ями в точке ( , )

x ti
j  (например, T x t Ti

j
i

j( , )

 = ). В каждом из полученных прямоугольников требовалось 
выполнение закона теплового баланса. В результате получалась хорошо известная конечно-разностная 
схема, аппроксимирующая смешанную задачу (1.1)—(1.3). Полученная система нелинейных алгебраи-
ческих уравнений решалась итерационным методом с привлечением метода прогонки [21]. С помощью 
описанного подхода решалась смешанная задача (1.1)—(1.3) и находилась функция T x t( , )  (точнее, ее 
аппроксимация Ti

j ).
Целевой функционал (1.4) аппроксимировался функцией F c c c k k kN N( , ,..., , , ,..., )0 1 0 1  конечного числа 

переменных следующим образом:
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где
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Для минимизации целевого функционала в работе использовался градиентный метод. Хорошо известно, 
что для эффективной работы градиентных методов следует использовать точное значение градиента целевой 
функции. Вычислить значение градиента эффективно и с машинной точностью позволяет БАД-методология 
(см. [15], [16], [22]). Именно применение БАД-методологии позволило успешно решить ряд сложных задач 
оптимального управления. В работах [17]—[19], [22] использовался «ручной» вариант БАД-методологии, 
при котором все необходимые формулы выводились вручную и использовались в оптимизационном коде. 
Однако появились стандартные пакеты программ, в автоматическом режиме выполняющие примерно 
ту же работу (см. [23]—[25]). В статье [26] представлены результаты сравнения градиентов, вычисленных 
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с помощью ручной версии БАД-методологии, с помощью стандартных пакетов программ, и сделан вы-
вод, что стандартные пакеты программ позволяют практически с той же точностью вычислять градиенты 
сложных функций, что и ручная версия БАД-методологии. Поэтому в настоящей работе градиент целевой 
функции вычислялся с помощью пакета прикладного программного обеспечения Adept (см. [24]), при этом 
использовался обратный (Reverse, Adjoint) метод автоматического дифференцирования.

Для поиска минимума целевой функции применялся метод L-BFGS-B (см. [27]).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Минимальное значение целевого функционала (1.4), получаемое при решении сформулированной 
обратной задачи, зависит от заданных экспериментальных потоков 0( )tΡ  и  ( )L tΡ . Если эксперименталь-
ные потоки принадлежат области достижимости функций 0( )tΠ  и  ( )L tΠ , построенных в результате ре-
шения прямой задачи (1.1)—(1.3) при допустимых ( )C T  и  ( )K T , то значение функционала равно нулю. 
В противном случае значение функционала больше нуля. При проведении численных экспериментов 
экспериментальные потоки 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  выбирались из области достижимости решений прямой задачи.

Для проверки работоспособности предложенного алгоритма было выполнено большое число тестовых 
расчетов. Эти расчеты условно можно разделить на две группы.

Все примеры первой группы базировались на том, что функция
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является аналитическим решением уравнения (1.1) при constγ = , ( ) nC T Tβ= × , K(T) = Tm.
В соответствии с этим использовались следующие входные данные задачи:
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Что касается величины Θ , то она в расчетах принимала различные значения.
При решении прямой задачи использовалась равномерная сетка с параметрами 40I =  (количество 

интервалов вдоль оси x ), 700J =  (количество интервалов вдоль оси t ), которая обеспечивает достаточ-
ную точность вычисления поля температур и поля импульсов (сопряженных переменных). Отрезок [ , ]a b  
разбивался на 32 интервала ( 32N = ).

В первом примере первой группы расчетов рассматривалась задача нахождения объемной теплоемкости 
и коэффициента теплопроводности с входными данными (3.1) при m = 4 и n = 2. При этом полагалось, что 
в целевом функционале (1.4) весовые функции 0( )tβ , ( )L tβ  тождественно равны единице. Задача с такими 
параметрами исследовалась при разных значениях интервала времени Θ .

Вначале при решении задачи оптимизации функционала (1.4) интервал времени 1.5Θ = . Темпера-
тура на левом конце слоя в этом случае изменяется от 1.246  до 1.762 , а на правом — от 0.7192  до 1.438  
(есть общий диапазон температур). В качестве начального приближения выбирались функции ( ) 1.0C T =  
и  ( ) 1.0K T = . Результаты полученного решения обратной задачи представлены на фиг. 1 (функция ( )C T ) 
и фиг. 2 (функция ( )K T ). Расчеты, выполненные с использованием других (отличных от констант) на-
чальных приближений для функций ( )C T  и  ( )K T , приводили к тому же решению обратной задачи.
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Затем при решении той же задачи полагалось 0.5Θ = . Отметим, что здесь температура на левом конце 
слоя изменяется от 1.246  до 1.438 , а на правом — от 0.7192  до 1.017  (есть диапазон температур, для ко-
торых потоки не задаются). В зависимости от начального приближения и параметров оптимизационного 
процесса получались различные решения. На фиг. 3—6 представлены два из получавшихся решений.
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Фиг. 1. Распределение объемной теплоемкости Фиг. 2. Распределение коэффициента теплопроводности
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Фиг. 5. Распределение объемной теплоемкости Фиг. 6. Распределение коэффициента теплопроводности
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На фиг. 1—6 линии, помеченные как “Teor”, представляют собой ожидаемые решения C T T n( ) = ⋅β , 
K T T m( ) =  обратной задачи (1.1)—(1.4) с данными (3.1), а линии, помеченные как “Opt”, — решения, по-
лученные в результате минимизации целевого функционала (1.4).

Во втором примере первой группы расчетов рассматривалась задача нахождения объемной теплоем-
кости и коэффициента теплопроводности с входными данными (3.1) при m = 2  и  n = 1 . При этом, как 
и раньше, полагалось, что в целевом функционале (1.4) весовые функции β0( )t , βL t( )  тождественно равны 
единице. Задача с такими параметрами также исследовалась при разных значениях интервала времени Θ . 
Качественно ничего нового по сравнению с предыдущим примером здесь обнаружено не было: решение 
обратной задачи было единственным, если интервалы температур на левом и правом концах слоя (там, 
где задаются тепловые потоки) пересекаются, и решение неединственно, если на отрезке [ , ]a b  имеется 
диапазон температур, для которых потоки не задаются. В предельном случае, когда интервалы температур 
на левом и правом концах слоя не пересекаются и непрерывно следуют один за другим (на левом конце 
слоя температура изменяется от 0.9449 до 1.5749, а на правом — от 0.3150 до 0.9449, Θ = 1 0. ) решение так-
же оказывается единственным, но функционал стремится к нулевому значению чрезвычайно медленно. 
На фиг. 7 и фиг. 8 представлены промежуточные результаты решения обратной задачи, соответствующие 
значению целевого функционала (1.4) Φ C T K T F( ), ( )( ) ≈ ≈ −10 9.

Задача нахождения объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности с входными данными 
(3.1) решалась и при других значениях параметров m и n. На основе результатов, полученных при решении 
всех обратных задач первой группы, можно сделать вывод о том, что решение задачи определения объем-
ной теплоемкости и коэффициента теплопроводности может быть неединственным.

В качестве первого примера второй группы рассматривалась обратная задача (1.1)—(1.4) со следующи-
ми входными данными:

1,L =  (0,1) (0, ),Q Θ= ´
2

0( ) ,w x x=  (0 1),x£ £

1( ) ,w t t=                                      2( ) 1,w t t= +   (0 ),t Θ£ £ (3.2)

0 0( ) ( ) 0,t tΡ Π= =           ( ) ( ) 2,L Lt tΡ Π= = -  (0 ),t Θ£ £

                        0,a =                   2,b =

Заметим, что функция T x t x t*( , ) = +2  является аналитическим решением уравнения (1.1) при 
C T( ) = 2  и  K T( ) = 1 , так что пара C T K T( ), ( ) ,{ } = { }2 1  и функция T x t x t*( , ) = +2  являются оптималь-
ным управлением и соответствующим оптимальным решением обратной задачи (1.1)—(1.4) с данными 
(3.2).

Величина Θ , как и ранее, принимала различные значения.
При времени протекания процесса Θ = 1 5.  температура на левом конце слоя изменяется от 0.0 до 1.5, 

а на правом — от 1.0 до 2.5 (есть общий диапазон температур). В этом случае независимо от выбора на-
чального приближения и параметров используемого оптимизационного алгоритма получалось одно и то 
же ожидаемое решение обратной задачи C T( ) = 2 , K T( ) = 1 .
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Фиг. 7. Распределение объемной теплоемкости Фиг. 8. Распределение коэффициента 
теплопроводности



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

664	 ГОРЧАКОВ, ЗУБОВ

Если же Θ = 0 5. , то в этом случае температура на левом конце слоя изменяется от 0.0 до 0.5, а на пра-
вом — от 1.0 до 1.5 (есть диапазон температур, для которых потоки не задаются). Получить решение обрат-
ной задачи оказалось чрезвычайно сложно. Целевой функционал здесь имеет большое число локальных 
экстремумов, и используемые методы оптимизации первого порядка часто “застревали” в локальных 
минимумах. Удалось так подобрать параметры оптимизационного алгоритма, который приводил к на-
хождению ожидаемого решения обратной задачи. При этом следует отметить, что элементы сходящейся 
к решению последовательности имели довольно экзотичный вид (см. фиг. 9, фиг. 10).

Во втором примере второй группы рассматривалась обратная задача (1.1)—(1.4) с такими входными 
данными:

L = 1,            Θ = 1,  Q = ×( , ) ( , ),0 1 0 1

w x x0 9 1( ) / ( ),= +  ( ),0 1£ £x

w t t1 9 5 1( ) / ( ),= +  ( ),0 1£ £t

w t t2 9 7 2( ) / ( ),= +  ( ),0 1£ £t

� �0 0 0 0( ) ( ) ( , ) ( , ),**
**t t K T t

T
x

t= = ( ) ⋅ ∂
∂  ( ),0 £ £t Θ

� �L Lt t K T L t
T
x

L t( ) ( ) ( , ) ( , ),**
**= = − ( ) ⋅ ∂
∂  ( ),0 £ £t Θ

          a = 1,                     b = 9,

где экспериментальное поле T x t**( , )  строилось численно как решение следующей смешанной задачи 
(1.1)—(1.3):

C T
T x t

t x
K T

T x t
x

( )
( , )

( )
( , )

,
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂







 = 0

    
 ( ),0 1< <x      ( ),0 1< <t

( ,0) 9 / ( 1),T x x= +  (0 1),x£ £
(0, ) 9 / (5 1),T t t= +  (0 1),t£ £
( , ) 9 / (7 2),T L t t= +  (0 1),t£ £

при

	 K T
T T T T

T T
( )

. ( ) ( ) ( ) . , ,

. ( ) . , ,
=

⋅ − ⋅ − ⋅ − + ≥
⋅ − + <






0 1 3 6 7 3 4 3

1 2 3 3 4 3
	

	 2( ) 4 ,C T T= ×  [ , ]T a bÎ , 1,a =  9.b = 	
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Фиг. 9. Распределение объемной теплоемкости Фиг. 10. Распределение коэффициента 
теплопроводности
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Отметим, что в этом примере отрезки изменения температуры на левом и правом краях слоя (там, где 
задаются тепловые потоки) имеют непустое пересечение.

Здесь, как и в первом примере второй группы, обратная задача решалась численно при разных началь-
ных приближениях. Независимо от начального приближения получалось одно и то же решение. На фиг. 
11 и фиг. 12 представлены результаты решения задачи при начальном приближении ( ) 4C T = , ( ) 1K T = .

Вторая группа рассмотренных примеров позволяет заключить, что при одних входных параметрах ре-
шение обратной задачи определения объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности является 
единственным, а при других параметрах той же задачи решение является неединственным.

4. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Проведенные вычислительные эксперименты показали, что единственность решения задачи одно-
временной идентификации объемной теплоемкости и коэффициента теплопроводности в предложен-
ной здесь постановке существенно зависит от того, пересекаются ли отрезки изменения температуры на 
левом и правом краях слоя (там, где задаются тепловые потоки). Если пересечение указанных отрезков 
не пустое, то в проведенных расчетах получались единственные решения обратной задачи. Если же на 
отрезке [ , ]a b  имеется диапазон температур, для которых потоки не задаются, то у обратной задачи реше-
ние может быть неединственным. Эти качественные выводы основаны на результатах решения большого 
количества конкретных задач. Но среди рассмотренных обратных задач есть задачи с такими входными 
параметрами, для которых неединственность решения можно обосновать теоретически. Сделаем это при 
следующих предположениях.

Искомые объемная теплоемкость ( )C T  и коэффициент теплопроводности ( )K T  должны принадлежать 
области определения, т. е. удовлетворять условиям ( ) ([ , ])C T C a bÎ , ( ) ([ , ])K T C a bÎ , ( ) 0C T > , ( ) 0K T >  для 
всех [ , ]T a bÎ . Под областью достижимости будем понимать множество функций 2,1 1,0

, ,( , ) ( ) ( )x t x tT x t C Q C QÎ Ç , 
( )0( ) [0, ]t CΡ ΘÎ , ( )( ) [0, ]L t CΡ ΘÎ  таких, что функции ( , )T x t  удовлетворяют заданным условиям (1.2),(1.3), 

для каждой из функций ( , )T x t  в области определения найдутся функции ( )C T  и  ( )K T , при которых ( , )T x t  
является решением смешанной задачи (1.1)—(1.3), а функции 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  определяются соотношениями

	 ( )0( ) (0, ) (0, ),
T

t K T t t
x

Ρ
¶

= ×
¶

 ( )( ) ( , ) ( , ).L
T

t K T L t L t
x

Ρ
¶

= - ×
¶

	

Будем под τ -изолинией функции ( , )T x t  будем понимать, как это принято, множество точек ( , )x t  об-
ласти Q , в которых значение функции ( , )T x t  имеет одно и то же значение τ . При этом отметим, что изо-
линия (множество) может представлять собой объединение нескольких, не связанных между собой линий.

Теорема.  «Пусть функции ( , )T x t ,  0( )tΡ  и  ( )L tΡ  принадлежат области достижимости, 

( , )
min ( , )
x t Q

a T x t
Î

= , 
( , )
max ( , )
x t Q

b T x t
Î

= . Пусть на отрезке [ , ]a b  имеется интервал ( , )γ δ  такой, что 

1 ( ) (0, ) ( , )w t T t γ δ= Ï , 2 ( ) ( , ) ( , )w t T L t γ δ= Ï  для всех 0 t Θ£ £ . Если найдется отрезок [ , ] ( , ) [ , ]a bα β γ δÎ Î  

такой, что на каждой τ  — изолинии отрезка [ , ]τ α βÎ  функции ( , )T x t
t

¶
¶

 и 
2

( , )T x t
x

æ ö¶ ÷ç ÷ç ÷ç ¶è ø
, рассматриваемые как 
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Фиг. 11. Распределение объемной теплоемкости Фиг. 12. Распределение коэффициента 
теплопроводности
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функции некоторого параметра s  вдоль этой изолинии, являются линейно зависимыми и функция ( , )T x t
x

¶
¶

 не 
равна тождественно нулю, то решение { }( ), ( )C T K T  обратной задачи (1.1)—(1.4) неединственно)».

Доказательство. На первом этапе доказательства теоремы обратим внимание на линейную зависимость 

функций ¶
¶

T x t
t

( , )  и  ∂
∂









T x t
x

( , )
2

 вдоль каждой τ -изолинии отрезка τ ∈ [α, β]. Это означает, что существуют 

функции ( )A T  и  ( )B T , T ∈ [α, β], такие что 
2

( , ) ( , )
( ) ( ) 0

T x t T x t
A T B T

t x

æ ö¶ ¶ ÷ç× + × =÷ç ÷ç¶ ¶è ø
, 

причем 2 2( ) ( ) 0A T B T+ > . Более того, ( ) 0A T ¹  для всех [ , ]T α βÎ . Действительно, предположив, что 
А(τ) = 0 для какого-то значения τ ∈ [α, β], придем к противоречию с условием отличия от тождественного 
нуля производной ( , )T x t

x
¶

¶
. Таким образом, справедливо следующее равенство:

	
2

( , ) ( , )
( ) ,

T x t T x t
B T

t x

æ ö¶ ¶ ÷ç= × ÷ç ÷ç¶ ¶è ø
 	 (4.1)

где
	 ( )

( ) ([ , ])
( )

B T
B T C

A T
α β= - Î .	

Так как функции ( , )T x t , 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  по предположению принадлежат области достижимости, то 
существуют функции *( )C T  и  *( )K T  из области определения, при которых функция ( , )T x t  является ре-
шением смешанной задачи (1.1)—(1.3), а функции 0( )tΡ  и  ( )L tΡ  определяются равенствами

	 ( )0 *( ) (0, ) (0, ),
T

t K T t t
x

Ρ
¶

= ×
¶

 ( )*( ) ( , ) ( , ).L
T

t K T L t L t
x

Ρ
¶

= - ×
¶

	

Покажем, что в области определения кроме них найдутся другие функции ( )C T  и  ( )K T , при которых 
эта же функция T(x, t) является решением смешанной задачи (1.1)—(1.3) и 

( )0( ) (0, ) (0, ),
T

t K T t t
x

Ρ
¶

= ×
¶

,  ( )( ) ( , ) ( , ).L
T

t K T L t L t
x

Ρ
¶

= - ×
¶

Пусть � � �( ) ([ , ])T CÎ
0

 — произвольная функция такая, что B d( ) ( )� � � �
�

�

⋅ =∫ 0 . Определим функции 
f T C( ) ([ , ])Î � �  и � � �( ) ([ , ])T CÎ 1  соотношениями

	 f T
K T
K T
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

∫ 	

Построим новые объемную теплоемкость ( )C T  и коэффициент теплопроводности ( )K T

	
*

*

* * *

( ), ,

( ) ( ) ( ), ,

( ) ( ) ( ) / ( ), ,

K T a T

K T K T T

K T K K T b

α
α σ α β

α σ β β β

ì £ <ïïïï= × £ £íïï × × < £ïïî

	 (4.2)

	 ( )
*

* *

* *

( ), ,

( ) ( ) ( ) / ( ) ( ) , ,

( ) ( ) / ( ), ,

C T a T

C T K T C T K T T T

C T K T K T T b

α
ψ α β

β

ì £ <ïïïï= × + £ £íïï × < £ïïî

	

и покажем, что они также являются решением обратной задачи для рассматриваемых функции-поля ( , )T x t  
и потоков P0(t), PL(t) из области достижимости.

Во-первых, непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что построенные функции 
1( ) ([ , ])K T C a bÎ , ( ) ([ , ])C T C a bÎ  и что при всех T ∈ [α, β] справедливо соотношение

	 * *

* *

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )
K T C TK T C T

B T B T
K T K T K T K T

¢¢
- × = - ×  	 (4.3)

а при всех T ∈ [a, α] и T ∈ [β, b] — соотношения
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C TC T
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Во-вторых, используя соотношения (4.3), (4.4), покажем, что при заданной в условии теоремы функции 
( , )T x t  уравнение (1.1) выполняется не только при заданных ( )* *( ), ( )C T K T , но и при вновь построенных 

( )( ), ( )C T K T . Действительно, при предположениях, сформулированных в условиях теоремы, уравнение 
(1.1) можно представить в виде

	
2 2
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T x t T x t T x t
C T K T K T

t x x

æ ö¶ ¶ ¶÷ç¢× - × - × =÷ç ÷ç¶ ¶è ø ¶
	 (4.5)

В тех точках области Q , в которых T aÎ [ , ]α  или T bÎ [ , ]β , имеем
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Здесь использовались соотношения (4.4).
В тех же точках области Q , в которых T Î [ , ]� � , имеем
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(используем условие (4.3))
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(используем условие (4.1) в первой квадратной скобке)
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(используем условие (4.1) в первом слагаемом)
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Таким образом, прямая задача (1.1)—(1.3), имеет одно и то же решение ( , )T x t  как для функций *( )C T  
и  *( )K T , так и для семейства функций ( )C T  и  ( )K T .

В-третьих, покажем, что при всех [ , ]T a αÎ  и  [ , ]T bβÎ  функции ( )K T  совпадают с функцией *( )K T . 
Что касается отрезка [ , ]T a αÎ , то здесь совпадение следует из определения функций ( )K T  (см. (4.2)). 
Для [ , ]T bβÎ  имеем
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Отсюда получим

	 *
* * * * * * *

*

( )
( ) ( ) ( ) ( ) / ( ) ( ) ( ) / ( ) ( ).

( )
K

K T K T K K K T K K K T
K

β
α σ β β α β

α
= × × = × × = 	

Как следует из соотношений (4.2), при [ , ]T a αÎ  и  [ , ]T bβÎ  функции ( )C T  также совпадают с функ-
цией *( )С T .

Итак, при выполнении условий, сформулированных в теореме, обратная задача (1.1)—(1.4) наряду 
с решением *( )C T  и  *( )K T  имеет семейство решений ( )C T  и  ( )K T , определяемое формулами (4.2).

Замечание. Примерами, иллюстрирующими теорему, могут служить примеры из первой группы рас-
четов при Θ = 0 5. .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена одна из возможных постановок обратной коэффициентной задачи, позволяю-
щая по результатам наблюдения за тепловыми потоками на границах слоя одновременно идентифициро-
вать зависящие от температуры объемную теплоемкость вещества и его коэффициент теплопроводности. 
Предложен численный алгоритм решения этой задачи. Результатом решения обратной задачи являются 
как искомые параметры вещества, так и температурное поле. Свойства именно этого поля из области 
достижимости определяют, будет ли решение обратной задачи единственно. На основе полученных ре-
зультатов сформулированы рекомендации, что для единственности решения обратной задачи следует 
использовать такие экспериментальные данные, при которых отрезки изменения температуры на левом 
и правом краях слоя (там, где задаются тепловые потоки) пересекаются. Высказано также предположе-
ние, что для получения единственного решения обратной задачи целесообразно в целевом функционале 
использовать как тепловой поток на границе области, так и значение температурного поля в области или 
в какой-то ее подобласти.

Авторы выражают искреннюю благодарность А. Ф. Албу за неоценимую помощь в проведении расчетов 
и обсуждение получаемых результатов.
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Abstract. The study of nonlinear problems related to heat transfer in a substance is of great practical 
important. Earlier, this paper’s authors proposed an effective algorithm for determining the volumetric 
heat capacity and thermal conductivity of a substance based on experimental observations of the 
dynamics of the temperature field in the object. In this paper, the problem of simultaneous identification 
of temperature-dependent volumetric heat capacity and thermal conductivity of the substance under 
study from the heat flux at the boundary of the domain is investigated. The consideration is based on 
the first  boundary value problem for a one-dimensional unsteady heat equation. The coefficient inverse 
problem under consideration is reduced to a variational problem, which is solved by gradient methods 
based on the application of fast automatic differentiation. The uniqueness of the solution of the inverse 
problem is investigated.

Keywords: thermal conductivity, coefficient inverse problems, gradient, heat equation, heat flow.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ряд задач численного анализа и оптимизации сводятся к нахождению точки в пересечении семейства 
замкнутых выпуклых множеств в конечномерном либо гильбертовом векторном пространстве (или 
установлению того, что данное пересечение пусто). Одним из специальных случаев является проверка 
совместности системы линейных уравнений с нахождением одного из возможных решений, а также 
проверка совместности ограничений в линейном программировании; взрывной рост интереса к быстрым 
алгоритмам для решения таких задач был связан, в частности, с изобретением компьютерной томографии 
и связанных с ней алгоритмов быстрого восстановления изображений (см. [1]). К нахождению точки 
в пересечении полупространств аффинного пространства сводится вопрос о разделении двух множеств 
точек в пространстве, важный для задач обучения (см. [2], [3]) и математической диагностики (см. [4]–
[6]). К задачам более общего вида приводит выпуклая оптимизация: на начальной стадии прямого (pri-
mal) метода оптимизации требуется найти некоторую (произвольную) точку, удовлетворяющую системе 
выпуклых ограничений. Наконец, в теории управления пересечения выпуклых множеств возникают в связи 
с оцениванием параметров и траекторий систем при неизвестных помехах (см. [7]); примером являются 
системы рекуррентных целевых неравенств (см. [8], [9]).

DOI: 10.31857/S0044466924040078, EDN: ZJPOEZ

Ключевые слова: метод поочередных проекций, выпуклоe программирование, фейеровские отобра-
жения, распределенные алгоритмы, консенсус, многоагентные системы.

История метода поочередных проекций для нахождения общей точки нескольких выпуклых мно-
жеств в евклидовом пространстве восходит к известному алгоритму Качмаржа для решения систем 
линейных уравнений, который появился в 1930-х годах и впоследствии нашел широкое применения 
в обработке изображений и компьютерной томографии. Важную роль в исследовании данного метода 
сыграли работы И.И. Ерёмина, Л.М. Брэгмана и Б.Т. Поляка, появившиеся практически одновре-
менно и содержащие весьма общие результаты о сходимости последовательных проекций к точке на 
пересечении множеств, если это пересечение непусто. В настоящей статье мы рассматриваем моди-
фикацию задачи о пересечении выпуклых множеств, относящуюся к теории многоагентных систем 
и называемую задачей о консенсусе с ограничениями. Каждое выпуклое множество в этой задаче 
связано со своим агентом и, вообще говоря, недоступно другим агентам. При этом группа агентов 
заинтересована в нахождении общей точки этих множеств: точки, удовлетворяющей ограничениям. 
Распределенные аналоги метода поочередных проекций, предложенные для решения этой задачи, 
приводят к достаточно сложной нелинейной системе уравнений, сходимость которой, обычно, до-
казывается с помощью специальных функций Ляпунова. В работе дается краткий обзор данных ме-
тодов и показывается их связь с теоремой о консенсусе в системе усредняющих неравенств, недавно 
установленной в работах первого автора и развивающей результаты о сходимости обычного метода 
последовательных усреднений в задаче о консенсусе. Библ. 48. Фиг. 6.
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Большинство имеющихся в литературе алгоритмов для вычисления общей точки выпуклых множеств 
являются модификациями и обобщениями метода поочередных (alternating) проекций. В англоязычной 
литературе для данного метода также используется аббревиатура POCS (projection onto convex sets, т. е. 
проекции на выпуклые множества). История данного метода восходит к работам Качмаржа [10] и Чиммино 
[11] по релаксационным методам решения систем линейных уравнений, а впервые (в специальном случае двух 
линейных подпространств) он, по-видимому, упомянут в лекциях фон Неймана по геометрии гильбертова 
пространства, изданных в виде монографии [12]. Разработанная впоследствии теория метода поочередных 
проекций, во многом базируется на работах трех крупнейших специалистов в области оптимизации 
и численных методов: И. И. Ерёмина, Б. Т. Поляка и Л. М. Брэгмана, чьи пионерские работы [13]–[15] 
появились практически одновременно. Исследование последовательных итеративных проекций привело, 
с одной стороны, к развитию теории фейеровских процессов (см. [16]–[19]), а с другой стороны, послужило 
мотивацией для изучения D -расстояния (дивергенции) Брэгмана (см. [20]), в настоящее время играющего 
исключительно важную роль в задачах машинного обучения, оптимизации и вычислительной геометрии.

В настоящее время существуют достаточно подробные обзоры по задаче о пересечении выпуклых 
множеств и ее обобщениям (в частности, сходимости фейеровских приближений), среди которых особо 
следует отметить монографии [21], [22] и более раннюю работу [23], а также более специальный обзор по 
теории оценивания [7]. С некоторыми обобщениями задачи на невыпуклый случай (проектирование на 
многообразиях) можно ознакомиться в работе [24], содержащей также достаточно полный обзор литературы 
по данной теме. Эти обзоры, однако, не покрывают многоагентные версии задачи о пересечении выпуклых 
множеств, исследуемые в последние годы под различными названиями, — например задача о консенсусе 
с ограничениями (см. [25]) или “оптимальном консенсусе” (см. [26]). В этих задачах каждое выпуклое 
множество является собственностью одного из агентов и недоступно другим агентам (это может быть 
вызвано как требованиями приватности, так и сложностью описания самих множеств, информацию 
о которых по каким-то причинам может быть затруднительно передавать через сеть). Целью группы агентов, 
как и в исходной задаче, является нахождение точки в пересечении всех множеств, при этом обмениваться 
информацией каждый из агентов может лишь с некоторым набором “соседей”. Отношения соседства 
описываются коммуникационным графом, который может меняться и быть неполностью известен. 
Распределенные децентрализованные алгоритмы для решения многоагентной задачи о пересечении 
множеств изучались, главным образом, в журналах по теории управления и малоизвестны специалистам 
из других областей, а имеющиеся обзоры по теме в основном ограничиваются специальными случаями, 
такими как алгоритмы решения линейных уравнений (см. [27]).

Настоящая статья восполняет указанный пробел и дает краткий обзор распределенных алгоритмов, 
которые были предложены для решения многоагентной задачи о пересечении выпуклых множеств. Мы 
покажем, что

1) в данных алгоритмах (как и в централизованном случае) операторы проектирования могут быть 
заменены произвольными фейеровскими (парасжимающими) отображениями,

2) сходимость к консенсусу в предложенных алгоритмах может быть доказана единым способом в рамках 
теории усредняющих неравенств на графах. Данная теория была развита в диссертации первого автора (см. 
[28]), а также работах [29], [30]. Для удобства читателя, мы приводим также доказательства основных 
результатов, прежде не публиковавшихся на русском языке.

Оставшаяся часть статьи организована следующим образом. В разд. 2 приводятся постановка задачи 
о пересечении выпуклых множеств, алгоритмы поочередных проекций и их обобщения (фейеровские 
процессы), а также краткий обзор основных результатов о сходимости этих алгоритмов, в частности, 
фундаментальные результаты Ерёмина, Брэгмана и Гурина–Поляка–Райка. Основной материал статьи, 
относящийся к многоагентной постановке задачи, приводится в разд. 3, где мы также приводим некоторые 
факты о сходимости классических усредняющих алгоритмов консенсуса на переменных графах, а также 
ассоциированных с ними систем усредняющих неравенств. Раздел 4 завершает статью. Доказательство 
основных результатов о сходимости многоагентных алгоритмов приводится в приложении.

2. ЗАДАЧА О ПЕРЕСЕЧЕНИИ МНОЖЕСТВ И ЕЕ ОБОБЩЕНИЯ

В настоящей статье мы будем рассматривать задачу о пересечении выпуклых множеств в конечномерном 
евклидовом пространстве, однако ряд упоминаемых ниже результатов может быть распространен также на 
гильбертовы пространства (с некоторыми уточнениями, связанными с типом сходимости последовательных 
приближений). Проекционные методы изучались также на многообразиях, допускающих эффективное 
вычисление проекционного оператора (см. [24]); данное обобщение выходит за рамки настоящей статьи.
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2.1. Постановка задачи. Оператор проектирования
Классическая задача о пересечении выпуклых множеств (или о совместности выпуклых ограничений), 

как правило формулируется следующим образом.
Задача А. Пусть есть набор выпуклых множеств { }Ξi iÎ в d , где  – некоторое конечное множество 

индексов, пересечение которых непусто:

	 � �*= ≠ /
∈

�

i
i




� 0. 	 (1)

Требуется найти хотя бы одну точку ξ* *Î � Ξ∗.
Более сложная задача — дополнительно распознать ситуацию, когда Ξ∗�* = /0.
Задача B. Для заданного набора выпуклых множеств { }Ξi iÎ требуется проверить выполнение условия 

(1) и, если оно выполнено, найти хотя бы одну точку ξ* *Î � Ξ∗.
Отметим, что в случае одномерного пространства d = 1 задачи A и B решаются просто, поскольку 

единственно возможное выпуклое множество в  – промежуток (открытый, полуоткрытый или замкнутый). 
Пересечение конечного семейства промежутков тривиально находится путем сортировки их левых и правых 
концов (фиг. 1). В этом случае мы можем определить множество Ξ∗. В случае d = 2 множество Ξ∗ обычно 
легко визуализировать с помощью компьютера, однако описать его структуру полностью или хотя бы найти 
одну из его точек ξ*  аналитически — достаточно трудная задача. Уже в случае трехмерного пространства 
d = 3 даже визуализация множества Ξ∗ весьма затруднительна.

Алгоритмы решения задач A и B, исходно предложенные в литературе, основывались на последовательных 
проекциях. Напомним фундаментальный результат о проектировании на выпуклое множество и определение 
проекционного оператора. Для любого замкнутого выпуклого множества Ω © Ì d и x dÎ  оператор 
проектирования P d

Ω Ω:  ®  сопоставляет точке ближайший элемент из Ω, т.е 2. x P x x yy− ( ) = −∈Ω Ωmin . 
Минимум расстояния всегда достигается, а ближайшая точка единственна. Это утверждение справедливо 
в произвольном гильбертовом пространстве (см. [31], теорема 1.4.1).

Можно показать, что 3  y P x x P x y− ( ) − ( )( ) ≥ ∀ ∈� � �, /� 2 � � (фиг. 2)
и
	 x y x P x y P x y− ≥ − ( ) + − ( ) ∀ ∈| | | | .2 2 2

Ω Ω Ω� � � � 	 (2)

Фиг. 1. Примеры пересечений выпуклых множеств: (а) — на плоскости, (б) — в пространстве.

(a) (б)

2 Cимвол ×  всюду ниже обозначает обычную евклидову норму в d : | |x x x x
i i

2 2= =∑ � Τ .
3 Символ   обозначает угол между векторами (в интервале 0,π[ ] ).
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В силу свойства (2), если y ∈ Ω (иными словами, y– неподвижная точка PΩ), то
	 P x y x yΩ ( )− ≤ − , 	

причем неравенство строгое тогда и только тогда, когда x P x− ( ) >Ω 0, т. е. x ÎΩ . Непрерывное отображение 
с таким свойством называется фейеровским или (в англоязычной литературе) парасжимающим; ниже будет 
дано формальное определение.

2.2. Первые работы: системы линейных уравнений и  неравенств
Простейшим (и первым в историческом плане) примером задачи о пересечении выпуклых множеств 

является решение системы линейных уравнений 4

	 a b ii i
�� = ∀ ∈� � � � , 	

где ξ Î d – неизвестный вектор, а  a bi
d

iÎ Î , , определяют коэффициенты i -го уравнения. В данном 
случае Ξi  �i i ia b= ={ }� �: � – аффинная гиперплоскость размерности d -1 , а поиск решения системы 
уравнений (более точно, одного из решений) может быть рассмотрен как пересечение этих выпуклых множеств. 
Подчеркнем, что система уравнений может быть как переопределенной ( d <  ), так и недоопределенной 
( d >  ), уравнения могут быть линейно зависимы, а количество уравнений и переменных может быть очень 
велико. Такие системы уравнений, например, возникают в компьютерной томографии при восстановлении 
изображений по проекциям (см. [1]), леонтьевских моделях отраслевого баланса (см. [32]), вычислении 
вектора PageRank (см. [33], [34]) и аналогичных характеристик в задачах ранжирования и поиска, нахождении 
собственных векторов. Два простых проекционных алгоритма для решения линейных уравнений были 
практически одновременно предложены в 1930-е годы в работах Качмаржа и Чиммино.

2.2.1.  Алгоритм Качмаржа. Алгоритм Качмаржа 5 (см. [10], [35]) заключается в  последовательном 
проектировании точки на гиперплоскости в циклическом порядке (для случая двух уравнений  = 2
и двух переменных d = 2 процедура проиллюстрирована на фиг. 3).

Нетрудно видеть, что оператор проектирования на множество Ξ�= ={ }� �: a b� (где a ¹ 0 ) является 
аффинным отображением:

	 P x x
b a x

a
a�

�
:

| |
. +

−
2

	 (3)

Фиг. 2. Проекция точки x на замкнутое выпуклое множество Ω.

y

x

>=90°

P (x)Ω

Ω

4 Здесь и далее элементы d  понимаются как вектор-столбцы, соответственно a��  есть скалярное произведение двух 
векторов a  и ξ .
5 Также этот алгоритм называется методом построчного действия (row action method), поскольку на каждом шаге исполь-
зуется одна строка матрицы ограничений.
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Предположим, что уравнения некоторым образом пронумерованы от 1  до n , так что { }1, ,n= ¼ , 
и выбрано некоторое произвольное приближение к решению ( )0ξ . На итерации с номером 0,1,t = ¼
приближение ( )tξ заменяется на

	 � � �
�

t P t t
b a t

a
a

i

i i

i
i+( ) = ( )( ) = ( )+

− ( )
+ ≡1 1

2�

�

| |
, � � � �где mod t i nn. 	

В случае двух множеств данный алгоритм впервые появляется в лекциях фон Неймана (1933), 
изданных впоследствии в виде монографии [12], при этом рассматривались линейные замкнутые 
подпространства гильбертова пространства Ξ1, Ξ2. Фон Нейманом было доказано (см. [12], теорема 10.7), 
что последовательность ( )tξ сходится к проекции начальной точки ( )0ξ на пространство Ξ∗  = Ξ1 ∩ Ξ2  по норме. Данная сходимость экспоненциальна, а ее скорость определяется квадратом косинуса угла 
между подпространствами Ξ1 и Ξ2 (см. [36]). Указанный результат — экспоненциальная сходимость 
( )tξ к проекции P�*

� 0( )( )– остается справедливым и для 2n > подпространств, однако в этом случае 
известны лишь верхние оценки для скорости сходимости (см. [22], [23], [36]), которая, вообще говоря, 
не определяется только углами между всевозможными парами подпространств (Ξi, Ξj). Более подробно 
с историей алгоритма Качмаржа и его обобщениями, полученными в последние годы, можно ознакомиться 
в обзоре [35].

2.2.2.  Алгоритм Чиммино. Итеративный алгоритм Чиммино, предложенный в  [11], в  определенном 
смысле является прообразом распределенных многоагентных алгоритмов, рассматриваемых в  разд. 3. 
Его отличием от алгоритма Качмаржа является то, что на итерации ( )tξ проектируется одновременно 
на все гиперплоскости. Затем вычисляется центр масс полученных проекций ( )b tξ , который может 
быть выбран в  качестве следующего приближения ( )1tξ + . Более общо, следующее приближение 
может быть получено как

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,bt t t tξ ξ α ξ ξ+ = + - 	

где ( )0,2α Î – некоторый фиксированный шаг (фиг. 4).
Большим преимуществом алгоритма Чиммино является возможность параллелизации операций про-

ектирования, которые могут выполняться несколькими процессорами. Вместе с тем, число итераций 
данного алгоритма, требуемое для нахождения решения с заданной точностью, может быть достаточно 
велико. Существуют ускоренные версии алгоритма, в частности, блочный алгоритм Чиммино (см. [37]) 
для разреженных систем уравнений; их рассмотрение выходит за рамки настоящей статьи.

2.2.3. Алгоритм Агмона–Мотцкина для пересечения полупространств. Важным этапом в исследовании 
задачи о  пересечении выпуклых множеств стали вышедшие одновременно работы Агмона [38] 
и  Мотцкина и  Шёнберга [39]; идея изучаемого в  них алгоритма, как упомянуто в  [38], принадлежит 
Мотцкину. В  отличие от работ Качмаржа и  Чиммино, рассматривается задача о  решении системы 
линейных неравенств, т. е. нахождении точки в  пересечении полупространств

	 Ξi { }Î : .d
i i ia bTξ ξ= Î £ 	

Фиг. 3. Итеративный метод Качмаржа.

ξ*

ξ(4)

ξ(2)

ξ(0)

ξ(3) ξ(1)

[I
]

1

[I
]

2



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, ТОМ 64, № 4, 2024

676	 ПРОСКУРНИКОВ, ЗАБАРЯНСКАЯ

Проектор на полупространство Ξ { }Î : a bTξ ξ= £
 
нетрудно вычислить. Отметим, что он уже не является 

аффинным отображением:

	 P x x
x

b a x

a
a a x b

x a x b

� : | |
, ,

, .

 '=
+
−

>

≤







�
�

�

�

2 	 (4)

Равенство i ia bTξ = , очевидно, может быть записано как пара неравенств, таким образом, метод из [38], 
[39] позволяет находить решения произвольной системы линейных уравнений и неравенств (в предположении, 
что такое решение существует). Отметим, что к решению неравенств сводятся многие “линейные” задачи 
обучения (например, алгоритмы настройки весов перцептрона), классификации и математической 
диагностики (см. [2], [4]–[6]). В этих задачах требуется найти гиперплоскость, разделяющую две группы 
точек в многомерном пространстве (фиг. 5). Задавая гиперплоскость линейным уравнением, условие 
разделения является системой неравенств на коэффициенты этого уравнения.

Метод из работ [38], [39] по реализации напоминает алгоритм Качмаржа (где проектор вместо (3) 
приобретает вид (4)), однако имеется одно существенное отличие: на каждой итерации 0,1,t = ¼
проектирование осуществляется на самое дальнее множество. Формально, находится индекс6

	 m t d t
i

i( ) = ( )( )
∈

arg max


� , ,� 	 (5)

где d x x� �, :� �( )= − ∈{ }
�

min . Проектирование осуществляется на полупространство с индексом ( )m t , 
таким образом, следующее приближение имеет вид

	 � �t P t
m t

+( ) = ( )( )
( )

1 � .	

В работах [38], [39] была доказана (в предположении непустоты пересечения множеств) экспоненци-
альная сходимость этого алгоритма, а также его “релаксированного” варианта:

	 � � � � � �t t P t
m t

+( ) = −( ) ( )+ ( )( ) ∈ ( )
( )

1 1 0 2� , , .� � � � 	 (6)

Фиг. 4. Метод Чиммино (иллюстрация для двумерного 
случая).
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Фиг. 5. Аффинные гиперплоскости, разделяющие два 
множества точек в пространстве.

6 В случае необщего положения, когда точка равноудалена от нескольких множеств и argmax  определен неоднозначно, 
можно выбрать произвольное значение; обычно, выбирается наименьший индекс (см. [13]).
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Отметим, что скорость сходимости может быть определена явно (см. [38]) и зависит от матрицы A, 
хотя ее вычисление нетрививально. По сложности итерация алгоритма Агмона–Мотцкина эквивалентна 
итерации алгоритма Чиммино, поскольку требуется вычислить расстояния до всех полупространств, прежде 
чем выполнить проектирование.

2.3. Метод попеременных проекций для произвольных множеств
Методы попеременных проекций для отыскания общей точки произвольных замкнутых выпуклых 

множеств чаще всего используют идею алгоритмов Качмаржа (поочередные проекции на множества 
в циклическом порядке, см. фиг. 6) и Агмона–Мотцкина (в этом случае на каждом шаге выбирается самое 
дальнее множество).

Поскольку исследованию данного класса методов посвящена обширная литература, в частности, обзоры 
[22], [23], перечислим лишь основные работы, положившие начало целому ряду исследований по выпуклой 
оптимизации с ограничениями.

Исторически первой была статья И. И. Ерёмина [40] (написанная и представленная в редакцию в 1962 г.), 
в которой рассматривался метод Агмона–Мотцкина (5), (6) для произвольных замкнутых выпуклых множеств Ξi. 
Было показано, что если пересечение множеств непусто, то метод сходится, и наоборот, если последовательность 
( )tξ имеет предел, то ее предел автоматически принадлежит пересечению всех множеств Ξ∗.

В работе Л. М. Брэгмана [14] исследовался вопрос сходимости алгоритмов при последовательном 
проектировании в циклическом порядке (как в алгоритме Качмаржа) и при проекции на самое дальнее 
выпуклое множество, как в алгоритме Агмона–Мотцкина. Сходимость исследовалась в гильбертовом 
пространстве, однако понималась лишь в слабом смысле (в случае конечномерного пространства она 
эквивалентна сходимости по норме) и была доказана в предположении, что множества имеют непустое 
пересечение. Более того, была исследована сходимость модифицированного алгоритма Агмона–Мотцкина 
в случае полупространств Ξi { }Î :i i ia bTξ ξ= £ . В этом модифицированном методе проекция осуществляется 
не на самое дальнее полупространство Ξi, а на множество, для которого ограничение i ia bTξ £ на шаге t

“наиболее нарушено”, иными словами, (5) нужно заменить условием

	 ( ) ( )arg max ,i i
i

m t a t bTξ
Î

é ù= -ê úë û
	

в то время как правило проектирования (6) остается без изменения.

Фиг. 6. Проекции в циклическом порядке (иллюстрация для двух множеств).
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Дальнейшее обобщение результатов Ерёмина и Брэгмана было получено в работе Л. Г. Гурина 7, 
Б. Т. Поляка и Э. В. Райка [15]. Как и в работе [14], исследовались два типа алгоритма попеременных 
проекций (в циклическом порядке и на самое дальнее множество) для замкнутых выпуклых множеств 
в произвольном гильбертовом пространстве. Были получены условия экспоненциальной (в норме гильбертова 
пространства) сходимости обоих алгоритмов в случае, если каждое из множеств Ξi имеет непустое пересечение 
с внутренностями остальных множеств:

	 Ξ Ξi
j i

j i∩ ≠ / ∀ ∈
≠
∩ � � � � � 0 . 	

Последнее условие можно снять, если Ξi являются полупространствами (таким образом, результат 
[38] был обобщен на бесконечномерный случай). Приведено также некоторое условие сходимости 
по норме (“равномерная выпуклость” множеств Ξi). Во всех указанных результатах точный оператор 
проектирования можно заменить его “релаксированной” версией, как в алгоритме (6) (более того, 
шаг α может на каждой итерации алгоритма быть разным). Показано, что алгоритм циклических 
проекций при пустом пересечении множеств Ξi экспоненциально быстро сходится к периодической 
траектории. Был предложен также ускоренный вариант метода Агмона–Мотцкина (проекция на самое 
дальнее множество). В статье [15] приводится ряд интересных приложений метода последовательных 
проекций, в частности, к задаче аппроксимации функции полиномами на отрезке и специальной 
задаче оптимального управления.

2.3.1. Дальнейшее развитие: фейеровские операторы и оптимизация. Отметим, что алгоритмы для вычисления 
общей точки выпуклых множеств, рассматривавшиеся до сих пор, основаны на неявном предположении, 
что оператор проектирования на каждое из множеств может быть эффективно вычислен. Если в случае 
линейных гиперплоскостей и полупространств он допускает просто аналитическое представление, то 
в случае более сложных множеств (например, заданных некоторым нелинейным выпуклым неравенством 
( ) 0f ξ £ ) вычисление проекции возможно только численно и, вообще говоря, сводится к решению задачи 

выпуклой оптимизации. Вместе с тем, уже в первых работах (см. [10], [13], [38], [39]) было замечено, что 
оператор проекции может быть заменен “релаксированной” проекцией (6), и, более того, основное 
свойство, используемое в доказательстве — то, что он обладает некоторым слабым свойством сжатия 
и приближает любую точку за пределами выбранного множества Ξ к этому множеству. Данное наблюдение 
привело к развитию теории фейеровских процессов, основы которой были заложены Ерёминым в пионерских 
работах [13], [16], [42]–[44]. Наиболее полное изложение данной теории доступно в монографии [21]. Как 
будет показано в разд. 3, есть возможность обобщить результаты о сходимости итеративных процедур 
с фейеровскими операторами на многоагентный случай (см. теорему 1). В следующем пункте мы подробнее 
рассмотрим фейеровские отображения и приведем некоторые примеры.

Помимо того, часто интерес представляет нахождение не произвольной точки в пересечении выпуклых 
множеств, а точки, доставляющей оптимум некоторому функционалу (возможно, негладкому). Возможность 
решения задач линейного программирования с помощью метода последовательных проектирований 
была замечена Брэгманом (см. [14]), в последующих работах которого (см. [20], [45]) были рассмотрены 
итерационные методы “проектирования” в смысле некоторой “псевдометрики” на линейном пространстве, 
которая была названа D-расстоянием. Наиболее часто используемый тип D-расстояний называется 
дивергенцией Брэгмана и задается формулой

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ),D x y x y y x yϕ ϕ ϕ ϕ= - -Ñ - 	

для некоторой выпуклой дифференцируемой функции φ. Брэгманом было показано (см. [20]), что 
методы проекции в смысле подходящим образом построенного D-расстояния позволяют решать задачи 
выпуклого программирования с ограничениями в виде равенств и неравенств. Альтернативный подход, 
предложенный Ерёминым (см. [43]), приводит к изучению фейеровских отображений со сдвигом. Отметим, 
что в многоагентном случае алгоритмы оптимизации такого рода малоизучены, как правило, используются 
альтернативные алгоритмы, полученные децентрализацией методов проекции градиента (см. [25], [46], [47]); 
зачастую ограничения также заменяются барьерными функциями. Изучение алгоритмов оптимизации 
с ограничениями выходит за рамки настоящей статьи, достаточно полное изложение современных методов 
доступно, например, в монографии [48].

7 К сожалению, при оцифровке переводной версии работы [41] фамилия первого автора была ошибочно написана как 
Gubin; такое написание до сих пор сохраняется в электронной базе ScienceDirect и попало в большинство обзоров по ал-
горитмам пересечения выпуклых множеств. 

Ξ°
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2.4. Фейеровские (парасжимающие) отображения
Всюду в данном пункте мы предполагаем заданными некоторый оператор P d d:  ® (вообще говоря, 

нелинейный) и некоторую норму  × на d (не обязательно евклидову). Напомним, что на конечномерном 
пространстве все нормы эквивалентны и порождают одну и ту же топологию, соответственно понятия 
открытости, замкнутости и непрерывности в различных нормах также эквивалентны.

Определение 1. Оператор P называется фейеровским 8 относительно множества M dÌ  , или M-фейеров-
ским, если выполнены три условия: [(a)]

1. P – непрерывное отображение на всем пространстве;
2. множество M неподвижно относительно P;
3. оператор удовлетворяет условию сжатия относительно M, т. е.

	      P P P M Mξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ( )− = ( )− ( ) < − ∀ ∈ ∈0 0 0 0� � � � , . 	 (7)

Очевидно, что из (7) следует, что P обладает свойством

	    P P Mdξ ξ ξ ξ ξ ξ( )− ( ) ≤ − ∀ ∈ ∈0 0 0� � � � � � , . 	 (8)

В англоязычной литературе фейеровские операторы называются часто парасжимающими (paracontrac­
ting) (см. [50]), встречаются также и иные термины, например, “притягивающий” (attracting) к множеству M 
оператор (см. [23]). Очевидно, что если    x y P x y− < ( )− , то x P x≠ ( ); таким образом, M в определении 
1 совпадает со множеством всех неподвижных точек M-фейеровского оператора P P: ; 
поэтому, если не требуется явное уточнение данного множества, мы для краткости будем просто называть 
оператор фейеровским. Легко видеть также, что множество M автоматически является замкнутым 
и выпуклым. Первое свойство вытекает из непрерывности оператора P: если последовательность xn{ }
элементов M сходится к некоторому пределу x dÎ  , то, очевидно, для произвольного элемента a MÎ
имеем        x a x a P x a P x an n n n− = − = ( )− = ( )−→ →lim lim∞ ∞ , что возможно лишь в случае, когда 
x MÎ . Второе свойство также легко доказать: если z– произвольный элемент отрезка, соединяющего 
точки x y M, Î , то            x y x z z y x P z P z y x y− = − + − ≥ − ( ) + ( )− ≥ − . Данное неравенство 
может быть выполнено только в случае, когда z MÎ (в противном случае,    x P z x z− ( ) < −
и    y P z y z− ( ) < − ). Следовательно, вместе с двумя точками M содержит и отрезок, их соединяющий. 

Фейеровское отображение является естественными обобщением сжимающего (по Банаху) отображения 
P, для которого P x P y q x y x y d( )− ( ) ≤ − ∀ ∈� � � � , 

  
при некоторой постоянной q ∈ ( )0 1, . Принципиальным 

отличием сжимающих и фейеровских отображений является то, что у сжимающих отображений, в силу 
известной теоремы Банаха, существует ровно одна неподвижная точка, а множество неподвижных точек 
фейеровского отображения может быть любым замкнутым выпуклым множеством. В следующем пункте 
приводятся примеры фейеровских операторов.

2.4.1. Примеры фейеровских операторов.
Пример 1. Как мы видели, проектор PΩ на замкнутое выпуклое множество является фейеровским 

(в стандартной евклидовой норме). Более общо, можно показать, что при любом коэффициенте a ∈ ( )0 2,
оператор (1 − a)Id + aPΩ, где Id – тождественное отображение, также является фейеровским в евклидовой 
норме (см., например, лемму 2 в [40] и следствие 2.5 в [23]).

Пример 2. Выпуклая комбинация нескольких фейеровских отображений является фейеровским 
отображением. Пусть P Pn1, ,¼ – фейеровские операторы с множествами неподвижных точек M Mn1, ,¼ , 
и  a an1 0, ,… > – коэффициенты, такие что 

i

n
ia

=∑ =
1

1� . Тогда легко проверить, что оператор P a P
i i i= ∑ �

является фейеровским относительно M M Mn= ∩ ∩1  (в предположении, что оно непусто). Объединяя 
данный пример с примером 1, можно показать, что в алгоритме Чиммино, описанном в п. 2.1, приближение 
ξ t +( )1 получается из ξ t( )путем применения фейеровского оператора.

Пример 3. Аналогично, легко проверить, что композиция фейеровских операторов P Pn ��� 1 также 
является фейеровским относительно пересечения множеств неподвижных точек M M Mn= ∩ ∩1 

(в предположении, что оно непусто). Таким образом, последовательные n операций (где n – число множеств) 
в алгоритме Качмаржа эквивалентны применению фейеровского оператора.

8 Термин “M-фейеровский оператор”, введенный в работах И.И. Ерёмина, мотивирован понятием монотонной по Фей­
еру (относительно M) последовательности, введенным в [39]. Так называется последовательность x Mn

d{ } ⊂  \ , такая 
что x xn n+ ≠1  при всех n и 

   x y x yn n− ≥ −+1  при всех n и y MÎ . Это понятие, в свою очередь, восходит к работе 
Фейера [49] о расположении корней полиномов.
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Пример 4. Пусть P в некоторой строго выпуклой норме9 × является нерасширяющим ( ( ) ( ) 1P x P y- £ 

при всех , dx y Î  ) с непустым множеством неподвижных точек ( )M P=  . Тогда при ( )0,1a Î
оператор (1 − a)Id + aP также является нерасширяющим, а также M-фейеровским. Первое свойство 
проверяется непосредственно, кроме того, если y MÎ и x ÎM, то ( )P x y x y- ¹ - , следовательно, либо 

( )P x y x y- < -   , либо векторы P x y( )−  и x y-  неколлинеарны, либо ( )P x y y x- = - . Во всех 
случаях

	 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 .a x aP x y a x y a P x y x y- + - = - - + - < -      	

В силу сделанного выше замечания получаем, в частности, известный факт: множество неподвижных 
точек нерасширяющего (относительно строго выпуклой нормы) отображения всегда является выпуклым 
(см. [23]).

Примеры 2—4 интересны тем, что явное вычисление проекции на множество M может быть 
затруднительно, тем не менее, может быть известен фейеровский оператор, приближающий точку не из 
M к этому множеству. На самом деле, таких примеров достаточно много. Следующий пример относится 
к распространенному случаю, когда выпуклое множество задается некоторым скалярным выпуклым 
неравенством.

Пример 5. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую выпуклую функцию : df ® и предположим, 
что множество M x f xf : 0 непусто (очевидно, это множество выпукло и замкнуто). Выбрав 
постоянную ( )0,2α Î , рассмотрим отображение

	 P x x
x f x

f x

f x
f x

x f x

f�

�
, : | |

, ,

, .



′=
− ( )

∇ ( )
∇ ( )

( ) >

( ) ≤







�
2

0

0

	

Отметим, что градиент ∇f, в силу выпуклости, может обращаться в нуль лишь в точках (глобального) 
минимума f, а все точки минимума (если они существуют) должны принадлежать Mf. В силу этого, выражение 

( ), fP xα корректно определено при ( ) 0f x > . Нетрудно также показать, что , fPα – непрерывное (но, вообще 
говоря, недифференцируемое) отображение с множеством неподвижных точек Mf. Важное наблюдение, 
сделанное в [13], cостоит в том, что оператор , fPα является фейеровским относительно евклидовой нормы. 
Конструкция тривиально распространяется на недифференцируемые выпуклые отображения, для которых 
можно выбрать непрерывную ветвь субдифференциала. Более точно, если существует непрерывное 
отображение : d dg ®  , такое что ( ) ( )g x f xÎ ¶ при всех x, то в определении , fPα градиент ( )f xÑ можно 
заменить на ( )g x (см. [13]).

Другими примерами фейеровских отображений являются проксимальные операторы и операторы гра-
диентного спуска, соответствующие строго выпуклым функциям (см. [50]).

2.4.2. Итерации фейеровских операторов. Следующая простая лемма показывает, что итерации фейеров-
ского оператора так же, как и сжимающего (в смысле Банаха) отображения, сходятся к неподвижной точке.

Лемма 1. Пусть оператор : d dP ®  является фейеровским с непустым множеством неподвижных точек 
( )M P=  . Тогда последовательность ( ) 0( )ttξ ¥

= , задаваемая рекуррентным соотношением

	 ( ) ( )( )     1 , 0,1, ,t P t tξ ξ+ = = ¼ 	

при любой начальной точке ( )0ξ сходится к некоторому элементу множества M.
Доказательство леммы 1 будет дано в приложении. В силу примеров 2 и 3, из леммы 1 нетрудно вывести 

сходимость алгоритма Качмаржа и алгоритма Чиммино (для проекторов на произвольные множества не 
обязательно линейной структуры). Понятие фейеровского оператора и лемму 1 можно обобщить и на 
многозначные отображения (возникающие, например, в алгоритме Агмона–Мотцкина, если разрешить 
индексу ( )m t в (5) принимать несколько значений). Наиболее общие результаты о сходимости и расходимости 
фейеровских процессов могут быть найдены в [17], [21], [23], [51].

9 Норма строго выпукла, если выполнено строгое неравенство треугольника: 
     x y x y+ < +  для любых линейно 

независимых векторов ,x y .
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3. МНОГОАГЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ МНОЖЕСТВ

Обратимся теперь к многоагентной10 постановке задачи о пересечении выпуклых множеств. В этой задаче 
каждое замкнутое выпуклое множество Ξi Î d

i Í  связано со своим агентом (это может быть программный 
модуль, робот или живое существо, обладающее некоторой автономностью в принятии решений). Часто 
это множество трактуется как ограничение, выдвигаемое агентом i . Мы считаем, что агент i располагает 
достаточной информацией о своем множестве Ξi Î d

i Í  , в частности, может вычислять проекцию P
i�
�( )

произвольной точки dξ Î  на множество Ξi либо, более общо, значение какого-либо иного фейеровского 
оператора ( )iP ξ с множеством неподвижных точек Ξi. При этом агенту i недоступна информация о множествах 
других агентов Ξj, j i¹ . Это может быть связано как со сложной структурой множеств, информацию 
о которых затруднительно передать через сеть, так и с требованиями приватности (множества могут 
зависеть от некоторой конфиденциальной информации). Целью агентов является найти некоторую точку 

* * i i , которая удовлетворяет всем ограничениям.
В предположении неограниченной коммуникации между агентами общая точка может, теоретически, 

быть найдена с помощью обычного метода попеременных проекций (обобщенного алгоритма Качмаржа). 
Для этого требуется некоторым образом занумеровать агентов и обеспечить после каждой операции 
проектирования передачу полученного приближения к точке ( )tξ следующему (в циклическом порядке) 
агенту. Агент 1 выполняет проектирование начальной точки ( )0ξ на множество Ξ1 либо, более общо, 
вычисление некоторого фейеровского оператора ( )( )1 0P ξ и передает результат агенту 2, применяющему 
оператор 2P и так далее, агент n применяет оператор nP и передает результат агенту 1. Такая процедура, 
однако, неудовлетворительна по ряду причин. Во-первых, будучи формально независимыми, агенты лишены 
возможности выполнять операции параллельно: каждый из них простаивает 1n - из последовательных n 
итераций. Во-вторых, с точки зрения парадигмы многоагентных систем, агенты в общем случае должны быть 
равнозначны и не иметь каких-либо отличительных признаков в виде уникального индекса, соответственно, 
для получения некоторого упорядочения от 1 до n агентам требуется осуществить специальную процедуру. 
Наконец, как уже было сказано, на шаге с номером t должна быть возможность коммуникации между агентами 
с номерами 1 + (t mod n) и 1 + (t + 1mod n). На практике это гарантировано не всегда: коммуникационный 
граф может быть неполным, меняться с течением времени и быть заранее неизвестным (например, ряд 
коммуникационных линий может отключаться вследствие отказов или необходимости передать более 
важную информацию).

Более удобны с точки зрения многоагентной реализации обобщенные методы Чиммино (проектирование 
на все множества и вычисление барицентра) и Агмона–Мотцкина (нахождение самого дальнего множества), 
однако они предполагают, что агенты могут обмениваться информацией с некоторым центральным узлом, 
который собирает у них значения ( )( )iP tξ , а затем вычисляет их барицентр (либо самую дальнюю проекцию) 
для нахождения ( )1tξ + . Наличие такого центрального узла в сети также не всегда возможно, кроме того, 
сложность такой централизованной системы растет с ростом числа агентов.

В силу сказанного, для решения задачи о пересечении множеств, принадлежащих агентам, были 
предложены альтернативные алгоритмы, которые близки по идее алгоритму Чиммино, однако основываются 
на идее консенсуса, достигаемого путем последовательных усреднений (короткое введение в консенсусные 
алгоритмы дано в следующем пункте). В отличие от обычных проекционных алгоритмов, каждый агент i
имеет свое собственное состояние ( )i dtξ Î  , которое на каждом шаге становится доступным соседним 
(в смысле коммуникационного графа) агентам, обновляется в зависимости от состояний соседей и в конечном 
итоге сходится к точке из пересечения множеств, при этом данное установившееся состояние одинаково 
для всех агентов.

Оставшаяся часть данного раздела организована следующим образом. В п. 3.1 приведено краткое изложение 
консенсусных алгоритмов и условие достижения консенсуса в сети агентов с переменным направленным 
графом. Нам данный результат понадобится в несколько более сильном виде (робастность консенсуса 
к исчезающе малым возмущениям). Другой важный результат — лемма о консенсусе, гарантируемом 
усредняющими неравенствами, которому посвящен п. 3.2. В п. 3.3 мы приводим несколько классов 
алгоритмов, предложенных в литературе для решения многоагентной задачи о пересечении множеств 
и формулируем основной результат статьи, который будет доказан в приложении.

10 Отметим, что в настоящем обзоре мы не рассматриваем общую философию теории многоагентных (мультиагентных) 
систем и не даем точного определения агентов, которое различается в теории управления и компьютерных науках. С исто-
рией вопроса и основными задачами теории многоагентных систем (также называемых сетевыми) можно ознакомиться, 
например, в статьях и монографиях [52]–[58].
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3.1. Классические алгоритмы консенсуса. Сведения из теории графов
Алгоритмы усреднения имеют длинную историю, восходящую, с одной стороны, к динамике марковских 

процессов (см. [59]), а с другой стороны, к агентным (микроскопическим) моделям динамики мнений (см. 
[60], [61]). В данном пункте мы ограничимся лишь кратким описанием линейных алгоритмов усреднения 
и приведем основное (на сегодняшний день) условие достижения консенсуса.

3.1.1. Динамика последовательного усреднения. Консенсус. Рассмотрим множество агентов  , каждый 
из которых описывается скалярной переменной ( )ix t , i Î  , называемой состоянием и меняющейся 
в дискретном времени 0,1,t = ¼. На каждом шаге t каждый из агентов вычисляет взвешенное среднее своего 
собственного состояния и состояний других агентов. Агенту, однако, доступна информация не обо всех 
состояниях, а лишь об агентах из некоторого множества ( )i t Í  , которое мы будем называть множеством 
соседей агента i в момент t . Мы всегда считаем, что ( )ii tÎ  . В каждый момент времени t Î  , агент i
присваивает веса усреднения ( )ija t всем соседям. Веса каждого агента i удовлетворяют ограничениям

	 a t j t a tij i
j t

ij

i

( ) ≥ ∀ ∈ ( ) ( ) =
∈ ( )
∑0 1� � � � � �


, . 	 (9)

Затем, агент обновляет свое значение следующим образом:

	 x t a t x t ti
j t

ij j

i

+( ) = ( ) ( ) = …
∈ ( )
∑1 0 1


� � � � �, , , , 	 (10)

Доопределяя a tij 0  при j Î ( )i t , мы получаем стохастическую матрицу усредняющих весов 
( ) ,( )ij i jA t a Î=  . Удобно переписать (10) в компактной матричной форме:

	 ( ) ( ) ( )     1 , 0,1, ,x t A t x t t+ = = ¼ 	 (11)

где ( )x t обозначает вектор-столбец, составленный из состояний агентов ( )ix t .
В случае постоянной матрицы A поведение системы (11), очевидно, определяется структурой матрицы 

At, хорошо изученной в теории марковских цепей. В приложениях, однако, принципиально важно иметь 
возможность работать с переменной матрицей, поскольку каналы коммуникации между агентами могут 
открываться и закрываться, что приводит к изменению отношений соседства (множеств i ) и, как следствие, 
необходимости перераспределять веса. Поведение систем с переменной матрицей, или бесконечными 
матричными произведениями, в общем случае остается мало изученным. Основные результаты можно 
найти в монографии [62] и обзоре [59], а также недавних работах [63]–[65]. Мы приведем ниже лишь один 
результат, который будет использован в дальнейшем.

Поскольку на каждом шаге агент приближает свое состояние к состояниям соседей, то можно ожидать, 
что в итоге все состояния окажутся одинаковы, иными словами, будет достигнут консенсус:

	 x x x x t in i
t

i1 , .где lim 	 (12)

Иногда консенсус определяется в формально более слабом смысле, например, как асимптотическая 
синхронизация значений агентов:

	 ( ) ( )
,

lim max 0.j i
t i j

x t x t
∞® Î

- =


	 (13)

Отметим, что в нашем случае для алгоритма (11) последнее требование эквивалентно “сильному” 
консенсусу. Этот факт известен из литературы по теории цепей Маркова (см. [62], теорема 4.17) 
(синхронизацией в этом случае является слабая эргодичность обратного матричного произведения, что 
эквивалентно сильной эргодичности, влекущей за собой консенсус). Связано это с тем, что максимальный 
(соответственно, минимальный) элемент вектора ( )x t в силу уравнений (10) не возрастает (соответственно, 
не убывает) с ростом t , сходясь к конечному пределу. Поэтому нетрудно видеть, что

	 ( ) ( ) ( ) ( )
,

lim max lim max lim min ,j i i i
t t t ii j i

x t x t x t x t
∞ ∞ ∞® ® ®Î

- = -


	

а следовательно, (13) эквивалентно тому, что ( ) ( )lim max lim mint i i t i ix t x t∞ ∞® ®= , т. е. все элементы ( )x t
сходятся к одному и тому же конечному значению.
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Всюду далее мы называем (10) (или (11)) алгоритмом итеративного усреднения, заданного 
последовательностью стохастических матриц ( )A t . Подчеркнем, что хотя матрицы ( )A t “скрывают” в себе 
структуру исходных множеств ( )i t (отношений “соседства”), в действительности именно эти множества 
являются первичными, поскольку они определяют информационную структуру многоагентного алгоритма 
(кто и кому пересылает свое состояние), в то время как веса усреднения играют существенно меньшую 
роль в рассматриваемой ниже задаче консенсуса, хотя и не могут быть выбраны полностью произвольно. 
Вместо матрицы часто говорят о (нагруженном) графе влияний между агентами. В следующем пункте мы 
приводим определения из теории графов.

3.1.2. Графы влияния и связанные понятия.
Определение 2. Граф (формально, направленный или ориентированный граф) ( ),=   – это пара двух 

конечных множеств  (могут быть произвольными) и  Í ´   . Элементы  называются вершинами 
графа, а элементы  – ребрами. Обычно предполагается, что вершины индексируются от до n , так что 

[ ]1 : n= . Ребро ( ),i j соединяет вершину i с вершиной j (и также обозначается как i j® ). Во всех графах, 
рассматриваемых ниже, в каждой вершине имеется петля, т. е. ребро ( ),i i .

Следующие два понятия относятся к типам связности (направленных) графов.
Определение 3. Последовательность ребер 0 1 2 sv v v v® ® ® ® называется маршрутом, соединяющим 

вершину 0v с вершиной sv , а число ребер в маршруте s называется его длиной. Граф называется сильно 
связным, если каждые две разных вершины соединены маршрутом. Граф называется квазисильно связным, 
если существуют маршруты из некоторой вершины (называемой корнем) во все остальные вершины.

Отметим, что квазисильно связный граф имеет исходящее остовное дерево (spanning tree) (см. [66]), 
и наоборот, наличие такового в графе влечет квазисильную связность. Поэтому часто в критериях консенсуса 
квазисильная связность формулируется как существование остовного дерева в графе (см. [67], [68]).

Следуя традиции теории многоагентных систем, мы будем рассматривать графы, вершины которых 
ассоциируются с агентами, а ребро j i® ассоциируется с влиянием агента j на агента i в заданный 
момент времени. Применительно к алгоритму (10), влияние означает, что состояние агента j участвует 
в формировании следующего состояния агента i , т. е. ( ) 0ija t ¹ . Соответственно, вес ( )ija t можно трактовать 
как силу влияния или вес соответствующего ребра в графе. Это мотивирует следующее определение.

Определение 4. Для заданной квадратной матрицы ,( )ij i jA a Î=  определим ассоциированный граф 
[ ]( ), A  , вершины которого находятся в взаимно однозначном соответствии с индексным множеством  

и  A j i aij[ ] = ( ) ≠, : 0 . Тройка G V EA A A[ ] [ ]( ) , ,   в дальнейшем называется нагруженным графом, определяемым  
матрицей A.

3.1.3. Предположения о весах влияния. Несмотря на то что выбор матрицы весов, на самом деле, имеет 
существенно меньшую роль, чем структура графа влияния, консенсус не может быть достигнут при про-
извольном выборе весов. Например, циклический алгоритм

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )            1 2 2 3 11 , 1 , , 1nx t x t x t x t x t x t+ = + = ¼ + = 	

не только не приводит к консенсусу, но и вообще не сходится в случае попарно различных начальных 
состояний ( )0ix , поскольку вектор ( )1x t + просто получается из ( )x t циклической перестановкой. Для 
исключения подобного поведения требуются некоторые условия, аналогичные апериодичности марковских 
цепей. Наиболее распространенное условие, накладываемое на матрицы в большинстве работ — это 
свойство равномерной положительности диагональных элементов стохастической матрицы:

	 ( )     0 .iia t i tη³ > " Î " 	 (14)

Помимо этого ясно, что для достижения консенсуса связь между агентами не должна полностью 
прерываться, более того, веса влияния не могут становиться слишком малыми с течением времени. Это 
легко проиллюстрировать на примере двух агентов и матрицы ( ) ( ) ( )11 22 1a t a t a t= = - , ( ) ( ) ( )12 21a t a t a t= = . 
Нетрудно проверить, что

	 x t x t a t x t x t x x
s

t

1 2 1 2 1 2
0

1 1 1 2 0 0+( )− +( ) = − ( )( ) ( )− ( )( ) = = ( )− ( )( )
=

 ∏∏ − ( )( )� 1 2a s . 	

Если ( ) 1 / 2a t ¹ при всех t и 
t

a t
≥∑ ( ) <

0
� ∞ , то произведение в правой части сходится к ненулевому 

значению, соответственно, консенсус не достигается.
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В связи с этим обычно вводятся некоторые требования “усиленной” связности графа влияний, которая 
должна сохраняться при отбрасывании слишком слабых связей между агентами. Мы будем рассматривать 
лишь наиболее распространенное свойство равномерной (или повторяющейся) связности.

Определение 5. Если дана неотрицательная матрица A ´Î   , то ее ε-скелет — это матрица Aε, полученная 
обнулением всех элементов, которые меньше ε, т. е.

	 a
a a

ij
ij ijε ε



, ,

.

� � � �

�

≥


0 в противном случае

	

Нагруженный граф Aεé ù
ê úë û
 называется ε-скелетом нагруженного графа [ ]A . Мы говорим, что нагруженный 

граф (квази)сильно ε-связен, если его ε-скелет является (квази)сильно связным 11.
Определение 6. Имея последовательность матриц ( )A t ´Î   , где [ ]0 1:t t tÎ , мы определяем объединение 

соответствующих графов над [ ]0 1:t t как граф

	  A t A t
t t

t

t t

t

( )



 ( )















= =

∑�∪
0

1

0

1

� . 	

Графы ( )  ,A t té ù Îë û  , где [ ]0 1:t t= , называются совместно (квази)сильно ε-связными на интервале 
 , если их объединение на  является (квази)сильно ε-связным.

Определение 7. Меняющийся во времени граф ( )G Aé ù×ë û является равномерно (квази)сильно связным, если 
существуют такие константы 0ε > и 0T > , что графы ( )A té ù

ë û совместно (квази)сильно ε-связны в каждый 
момент времени [ ]0 0:t t T+ , 0 0t ³ .

Отметим, что часто предполагается дополнительное ограничение на веса усреднения, которое на прак-
тике обычно выполняется. Именно, считается, что ненулевые элементы матрицы весов не могут быть 
слишком малы:

	 a t tij ( ) ∈ { } ∪ [ ] ∀ = …0 1 0 1ε, , , . � � � � � 	 (15)

При этом понятие равномерной связности просто означает, что объединение графов за достаточно 
длинный период T является связным (в сильном или квазисильном смысле).

3.1.4. Достаточное условие робастного консенсуса. При изучении многоагентных алгоритмов пересече-
ния множеств мы будем использовать следующее условие консенсуса, которое на самом деле гарантирует 
робастность консенсуса к исчезающим на бесконечности возмущениям. Наряду с (11), рассмотрим воз-
мущенную систему

	 x t A t x t f t t+( ) = ( ) ( )+ ( ) = …1 0 1, , , .� � � � � 	 (16)

Справедлива следующая
Лемма 2. Пусть ( )A t – стохастические матрицы с равномерно положительными диагональными элементами 

(14). Тогда алгоритм (11) устанавливает консенсус (12), если переменный граф ( )Aé ù×ë û обладает равномерной 
квазисильной связностью. Более того, если возмущение ( )f × исчезает на бесконечности ( ) 0

t
f t

®¥
® , то

	 max min x t x t
t

( )− ( ) →
→∞

0	 (17)

для любого решения (16).
Лемма 2 обычно доказывается при дополнительном предположении (15), в таком виде она доступна 

в [46]. Как показано в диссертации [28], это условие можно снять, однако доказательство становится су-
щественно более сложным. Можно также распространить рассуждения из работы [69], доказывающей 
непрерывный аналог леммы 2 (наряду с более общими критериями робастного консенсуса), на случай 
систем с дискретным временем. Все доказательства из указанных источников, однако, достаточно сложны 
технически, и мы их здесь не приводим.
11 Иными словами, граф является  (квази)сильно ε-связным, если он остается (квази)сильно связным после удаления всех 
дуг, которые имеют вес меньший, чем ε.
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3.2. Консенсус в  усредняющих неравенствах
В этом пункте мы введем важный инструмент для доказательства главного результата настоящей ста-

тьи. Именно, наряду с уравнениями (11), мы будем рассматривать рекуррентные усредняющие неравенства 
следующего вида:

	 ( ) ( ) ( )     1 , .x t A t x t t+ £ Î  	 (18)

Неравенство между векторами здесь понимается покомпонентно.
Следует отметить, что рекуррентное неравенство не может рассматриваться как алгоритм управления для 

группы агентов, поскольку его решение не является однозначно определенным. Однако такие неравенства 
представляются удобным инструментом в анализе многоагентных алгоритмов (см. [30], [61], [70]). Может 
показаться удивительным, что столь слабое ограничение на вектор состояния системы агентов в принципе 
позволяет установить какие-то свойства, однако, как будет показано, в предположении равномерной сильной 
связности графа может, как и в случае уравнений, быть доказан консенсус (12). В отличие от уравнений (11), 
решения которых ограничены, решения неравенств только полуограничены сверху. В частности, некоторые 
компоненты могут сходиться к -∞ при t ® ∞ . Так консенсус в случае неограниченных решений означает, 
что x ii = − ∀∞ � . В практических приложениях, однако, мы часто знаем априорную нижнюю границу для 
решения, таким образом, ситуация консенсуса в бесконечности не реализуется.

Как мы увидим, при изучении решений неравенств часто важно знать поведение вектора невязок между 
правой и левой частью:

	 i
j

ij j it a t x t x t 1 0,	 (19)

в частности, сходимость этих невязок к нулю:

	 �i
t

t( ) →
→�

0. 	 (20)

Следующая ключевая лемма гарантирует как достижение консенсуса, так и сходимость к нулю невязок 
для любого ограниченного решения (18).

Лемма 3. Пусть последовательность стохастических матриц A t( )имеет равномерно положительные 
диагональные элементы a tii ( ) ≥ >η 0 , а переменный граф  A ⋅( )



 равномерно сильно связен. Тогда для любого 

решения неравенства (18) имеет место консенсус (12), а если решение ограничено снизу, то выполнено (20) при 
любом i Î  .

Доказательство леммы 3 дано в приложении; специальные случаи этой леммы (предполагающие равно-
мерную положительность всех ненулевых элементов матрицы, а не только диагональных) были доказаны 
в работах первого автора [30], [70]. Отметим, что требование равномерной сильной связности может быть 
существенно ослаблено, наиболее общий результат приведен в диссертации [28].

3.3. Консенсусные алгоритмы для пересечения выпуклых множеств
Рассмотрим несколько классов алгоритмов, предложенных в литературе для решения многоагентной 

задачи о пересечении выпуклых множеств. Как будет показано, техника усредняющих неравенств позволяет 
достаточно просто доказать сходимость состояния всех агентов в каждом из указанных алгоритмов 
к некоторой консенсусной точке, лежащей в пересечении множеств.

Именно, предположим, что выпуклое замкнутое множество Ξi �i
dÌ  , связанное с агентом i Î  , является 

множеством неподвижных точек фейеровского относительно некоторой нормы  × отображения iP
(в наиболее распространенном случае, iP – проектор на множество Ξi , а норма евклидова). Предположим, 
что агент i способен вычислять знач. ( )iP ξ в произвольной заданной точке ξ .

3.3.1. Классы консенсусных алгоритмов. Мы покажем, что при выполнении некоторых ограничений на 
граф, точка, принадлежащая Ξ∗, может быть вычислена одним из следующих алгоритмов, основанных 
на последовательном усреднении с  одновременным применением фейеровских операторов:

	 ξ ξi
i j ij

jt P a t t i+( ) = ( ) ( )




∈

∈∑1


� � � � �, , 	 (21)

	 ξ ξi
i j ij j

jt P a t P t i+( ) = ( ) ( )( )




∈

∈∑1


� � � � �, , 	 (22)
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	 ξ ξi
j ij j

jt a t P t i+( ) = ( ) ( )( ) ∈
∈∑1


� � � � �, , 	 (23)

	 ξ ξ ξi
ii i

i

j i
ij

jt a t P t a t t i+( ) = ( ) ( )( )+ ( ) ( ) ∈
≠
∑1 � � � � �, . 	 (24)

Во всех указанных алгоритмах, как и прежде, ( ) ( )( )ijA t a t= – стохастические матрицы. Отметим, 
что в вырожденном случае, когда у агентов нет ограничений (Ξi Î d

i =  и Pi = Id) алгоритмы (21)–(24) 
превращаются в стандартную процедуру последовательного усреднения, применяемую для достижения 
консенсуса (см. [54], [59], [71]) (с единственной разницей, что состояние агента является многомерным 
вектором, а не скаляром — это, очевидно, никоим образом не меняет условий сходимости алгоритма). 
Вместе с тем, в общем случае условие сходимости существенно более ограничительно: требуется 
равномерная сильная связность, а не квазисильная, как в лемме 2. Это ограничение на граф накладывается 
во всех известных авторам работах. Метод доказательства сходимости, изложенный в настоящей статье, 
сводит каждый из алгоритмов к системе усредняющих неравенств, сильная связность требуется для 
применения леммы 3.

Происхождение и особенности алгоритмов (21)–(24). Алгоритм (21) был предложен в основополагающей 
статье [25] для случая проекционных операторов iP , посвященной проблемам распределенной оптимизации, 
а затем развит в [46], где были ослаблены некоторые предположения (в частности, требование симметричности 
матрицы ija ) и исследована робастность алгоритма [25] к запаздываниям12 . В более поздней работе [50] 
алгоритм (21) был предложен для поиска общей точки фейеровских 13 отображений iP . Существенной 
особенностью данного алгоритма является то, что агент сначала получает состояния соседей, а затем, 
вычисляет iP от усредненного значения. Отметим, что если iP – проектирование на Ξi , то состояние 
агента i не покидает множества Ξi  при 0t ³ . В этом случае агент стремится сблизить свое состояние 
с состояниями соседей, не нарушая собственное ограничение.

Алгоритм (24) был изначально предложен [72] для решения систем линейных уравнений, однако работает 
и для более общего случая. В этом случае Ξi  – линейные гиперплоскости, а операторы проектирования 

iP можно вычислить аналитически. Как и в алгоритме (21), агенты обмениваются своими состояниями. 
Однако имеются два принципиальных отличия: во‑первых, агент может вычислять значение iP , не 
дожидаясь получения соседних измерений (на практике, это может привести к ускорению вычислений), 
а во‑вторых, состояние агента i , как правило, не принадлежит Ξi  ни на одном шаге.

Алгоритм (23) аналогичен по структуре алгоритму Чиммино, с той разницей, что каждый агент, 
во‑первых, имеет свое приближение к точке из пересечения множеств iξ , а во‑вторых, вместо барицентра 
всех проекций вычисляется некоторая выпуклая комбинация проекций соседних агентов. Близкие по 
структуре распределенные алгоритмы изучались в [17], однако в этой работе не вводились явно агенты, 
и не рассматривался случай переменного графа. Отметим, что в случае этого алгоритма агенты не только 
не раскрывают соседям информацию о своем множестве, но даже не обмениваются состояниями (это 
может быть существенно для защиты информации).

Наконец, алгоритм (22) был предложен в работе [73], также посвященной алгоритмам решения 
алгебраических уравнений. Как и в алгоритме (23), агенты обмениваются значениями iP , однако затем 
агент i повторно вычисляет значение iP . В случае проекций, как уже обсуждалось, это гарантирует, что 
состояние агента i не покидает желаемого множества. Как будет показано ниже, это также позволяет 
избежать некоторых патологических точек равновесия, возникающих в системе (23) (при пустом пересечении 
множеств Ξ∗ �* ≠ /0).

3.3.2. Теорема о  консенсусе с  ограничениями. Предположим, что Ξ Ξ* = = ( )i iP
 

 � непусто. Будем 
говорить, что установлен консенсус с  ограничениями (см. [25]), если при произвольных начальных 
состояниях агентов существуют и  равны между собой следующие пределы:

	 ( ) ( ) Î1
*lim lim .n

t t
t t

∞ ∞
ξ ξ

® ®
= = Î

 
Ξ∗.	 (25)

12 Как вытекает из результатов [28], [30], на самом деле к коммуникационным запаздываниям робастны все алгоритмы 
(21)–(24), поскольку такие запаздывания не нарушают свойств усредняющих алгоритмов и неравенств. В настоящем об-
зоре мы не рассматриваем вопросы робастности, которые в основном изучаются в рамках теории управления многоа-
гентными системами и представляют интерес, если агенты ограничены в возможности быстро передавать информацию 
(например, связаны через Интернет).
13 Отметим, что [50] накладывает ряд ограничений, в частности, свойство Фейера должно выполняться относительно p 
нормы на d ; как мы увидим ниже, это ограничение можно снять.
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Анализ алгоритмов (21)–(24) опирается на свойства сходимости усредняющих неравенств (18) и лемму 
2 о робастности консенсуса. Сформулируем основной результат, который будет доказан в приложении.

Теорема 1. Предположим, что отображения Pi
d d:  ® являются фейеровскими относительно некоторой 

общей нормы  × и имеют по крайней мере одну общую неподвижную точку, т. е. Ξ* = ( ) ≠ /∈i iP
V
F



� 0. Пусть 
последовательность стохастических матриц A(t) имеет равномерно положительные диагональные элементы 
a tii ( ) ≥ >η 0 , и переменный граф G A ⋅( )



 , соответствующий A(t), равномерно сильно связен. Тогда каждый 

из алгоритмов (21)–(24) находит общую неподвижную точку Pi{ } , т. е. состояния агентов ξi сходятся 
к консенсусу (25).

Отметим что теорема 1 в ее полной общности публикуется впервые. Сходимость алгоритмов (21), (22) 
и (24) с помощью рекуррентных усредняющих неравенств впервые была доказана в [30] при дополнитель-
ном предположении (15), которое впоследствии было снято в [28]. Исследование алгоритма (23), однако, 
проведено не было.

3.3.3. Замечания к  теореме 1. Отметим, что в  условиях отсутствия общих точек у  множеств 
Ξi сходимость векторов ξi t( )к общему значению ξ* при t ® ∞ для алгоритмов (21), (22) и  (24), 
очевидно, невозможна. Для алгоритмов (21) и  (22) это так, поскольку ξi

it( ) ∈ � Ξi при любом i Î  , 
таким образом, общий предел автоматически является общей точкой всех Ξi. Для (24) это следует 
из непрерывности Pi: предполагая, что � �

�

i

t
t( ) →
→

* , мы имели бы

	 a t P t t t a t tii i
i i i

j
ij

j

t
( ) ( )( )− ( )




= +( )− ( ) ( ) →

∈ →
∑� � � �

�
1 0



� , 	

что в силу равномерной положительности aii вновь означает, что ξ ξ* *= ( )Pi при всех i, т. е. ξ* – общая 
неподвижная точка семейства операторов. Алгоритм (23), однако, является исключением: консенсус при 
этом алгоритме возможен, теоретически, и при пустом пересечении множеств Ξi. Рассмотрим, к примеру, 
систему из двух агентов с множествами ограничений Ξ1 �1 1= −{ } , Ξ2 �2 1= { } и весовыми коэффициентами 
a a a a11 12 21 22 1 2= = = = / . Очевидно, что ξ ξ1 2 0t t( ) ≡ ( ) ≡

 
– точка равновесия системы (23), не 

принадлежащая ни одному из множеств Ξi.
Вместе с тем, в случае, когда консенсус не достигается, вопрос о поведении траекторий системы является, 

насколько известно авторам, открытым. Неизвестно в частности, даже при постоянной матрице весов, 
всегда ли в этом случае имеет место сходимость к периодической или квазипериодической траектории. 
Более того, даже ограниченность решений, как видно из доказательства в приложении, опирается на 
непустоту Ξ Ξ* =

i i

� и, за исключением специальных случаев (например, Pi – проектор на ограниченное 
множество Ξi), вообще говоря, не является очевидным свойством.

Следует отметить также, что скорость сходимости алгоритмов (21)–(24) достаточно трудно оценить 
явно даже в случае постоянного графа. В случае же переменного графа, даже точная скорость сходимости 
обычных консенсусных алгоритмов (Pi = Id) до конца не исследована; ряд оценок на скорость сходимости 
может быть найден в обзоре [74]. Как показано в недавней работе [75], оценка скорости сходимости 
алгоритмов консенсуса сводится к вычислению наибольшего коэффициента эргодичности для некоторого 
компактного множества стохастических матриц. Существуют “ускоренные” модификации алгоритма 
(21) для решения систем линейных уравнений (см. [27], [73]), для которых доказана экспоненциальная 
сходимость к консенсусу. Данные алгоритмы не были исследованы в случае произвольных фейеровских 
операторов, а их анализ требует техники, выходящей за рамки данного обзора.

В настоящей статье мы не рассматриваем стохастические варианты алгоритма пересечения 
выпуклых множеств, в частности, рандомизированную версию алгоритма (24) из работы [76], а также 
рандомизированные модификации алгоритма Качмаржа (см., например, обзор литературы в [77]). Следует 
отметить, что для некоторых из рассмотренных выше алгоритмов существуют аналоги с непрерывным 
временем, например, в работе [26] приведен следующий аналог алгоритма (24):

	 ξ ξ ξ ξ ξi

j
ij

j i
i

i it a t t t P t t( ) = ( ) ( )− ( )( )+ ( )( )− ( )
∈
∑


� . 	 (26)

Исследование данного алгоритма возможено с помощью теории усредняющих неравенств в непре-
рывном времени (см. [28], [29]); мы не приводим соответствующие результаты, поскольку они полностью 
аналогичны критериям сходимости в дискретном времени.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Авторы благодарны редакторам специального выпуска, посвященного Б. Т. Поляку, за возможность 
представить данный обзор, который представляет расширенный материал лекции, прочитанной первым 
автором на Традиционной летней школе по управлению и оптимизации им. Б. Т. Поляка летом 2023 г. 
В обзоре представлена история задачи о пересечении выпуклых множеств в пространстве, а также недавние 
результаты первого автора, относящиеся к многоагентной постановке этой задачи и децентрализованным 
алгоритмам для ее решения. Борис Теодорович Поляк считал статью [15], в которой был получен ряд 
важных результатов об экспоненциальной сходимости проекционных алгоритмов, одной из важнейших 
своих работ. Об этой статье он, в частности, рассказывал на семинаре ИПУ РАН, организованном в честь 
присуждения ему премии им. Хачияна 14. Cогласно базе данных Google Scholar, английская версия данной 
статьи к настоящему моменту процитирована более 1000 раз.

Следует отметить, что хотя с доказательства первой теоремы фон Неймана, устанавливающей сходи-
мость метода последовательных проекций для двух линейных подпространств, прошло уже 90 лет, теория 
проекционных алгоритмов далека от своего завершения. Это относится как к классической (централи-
зованной) версии задачи, так и многоагентной (децентрализованной) постановке. Как уже было сказано, 
достаточно много вопросов связано со скоростью сходимости алгоритмов, в частности, точная оценка 
скорости неизвестна даже для алгоритма Качмаржа. При замене проекционных операторов фейеровски-
ми отображениями, ассоциированными с множествами, оценки скорости сходимости удается получить 
лишь в специальных случаях (см. [44]). В случае децентрализованного алгоритма, даже для консенсуса без 
ограничений (когда все множества совпадают с пространством) оценка скорости сходимости состояний 
агента к консенсусному значению является нетривиальной задачей (см. [74]).

Другим открытым вопросом является нахождения минимальных (необходимых и достаточных) усло-
вий связности графа. Как показано в диссертации [28], равномерная связность в леммах 2 и 3 может быть 
существенно ослаблена, однако приведенное условие все равно является только достаточным, а не необ-
ходимым, кроме того, его проверка для произвольного переменного графа затруднительна.

Перспективным направлением исследований представляется также развитие проекционных методов 
для многообразий (см. [24]) на многоагентный случай. Данная задача связана с вопросом о сходимости 
консенсусных алгоритмов на многообразиях (см. [78]).

П Р И Л О Ж Е Н И Е 

1. Доказательство леммы 3. Предположим, что все условия леммы 3 выполнены, в частности, ( )iia t η³ . 
Рассмотрим сначала ситуацию, когда условие равномерной связности выполнено с  1T = , т. е. все графы 

( )A té ù
ë û являются сильно ε-связными. Обозначим число агентов n =  и, при каждом t = 0, 1,... занумеруем 

элементы  в порядке возрастания компонент ( )x t :

	
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1

1 2

, , ,

.
n

N

nt t t

t t

y t x t y t x t y t x tσ σ σ

σ σ= ¼

£ £ £  


	

Мы докажем следующее вспомогательное неравенство:

	 y t y t y t k nk n k+ +( ) ≤ −( ) ( )+ ( ) ∀ = … −1 0 01 1 0 1 1ε ε � � � � , , , ,  	 (27)

где �0 = ( )min � �, . Действительно, обозначим ( ) ( ){ }1 , ,k nI t tσ σ+ ¼ . Так как ( )A té ù
ë û – сильно ε-связный 

граф, то существует i IÎ и \m J IÎ   такие, что ( ) 0ima t ε ε³ ³ . Следовательно,

	 x t a t x t a t x ti im m

y t j m
ij j

y tk n

+( ) ≤ ( ) ( )+ ( ) ( ) ≤ −
≤ ( ) ∈ { } ≤ ( )

∑1 1




 \

� ε00 0( ) ( )+ ( )y t y tn kε . 	

С другой стороны, используя неравенство ( ) 0iia t η ε³ ³ , для каждого j JÎ мы имеем

	 x t a t x t a t x tj jj j

y t j
j l

y tk m

+( ) ≤ ( ) ( )+ ( ) ( ) ≤ −

≤ ( ) ∈ { } ≤ ( )
∑1 1� �

�
�

 \

� ε00 0( ) ( )+ ( )y t y tn kε . 	

Следовательно, все компоненты x с индексами из множества { }J iÈ не больше правой части из (27). 
Для доказательства (27) остается заметить, что мощность последнего множества равна k + .

1 Видеозапись семинара доступна по ссылке https://www.youtube.com/watch?v=_6p5qQ15fpw
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Поскольку y t x tn ( ) = ( )max не возрастает, существует предел y y tt n* lim  = ( ) ≥ −→∞ ∞. Если *y ∞= - , то, 
очевидно, ( )i

t
x t

∞
∞

®
® - . Иначе, мы можем использовать (27) для доказательства того, что ( ) *k

t
y t y

∞
∞

®
® >- , 

используя обратную индукцию по k n n= − …, , , 1 1, иными словами, достигается консенсус (12).
Случай произвольного периода 1T > сводится к уже рассмотренному случаю: достаточно заметить, что 

в силу равномерной положительности диагональных элементов графы матриц

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 1A k A kT A kT A kT T= + + -

 	

являются сильно ε -связными при некотором  � = ( ) >� � �, 0. Поэтому сходимость к консенсусу имеет 
место для подпоследовательности ( ) ( )x k x kT= , удовлетворяющей рекуррентному неравенству

	 ( ) ( ) ( )1 .x k A k x k+ £ 

  	

Поскольку для любого  = … −1 2 1, , ,  T справедливы неравенства

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 ,

1 ,

x k x kT T A kT T A kT x kT

x kT A kT A kT x k

+ = + £ + - + +
+ = + -



  



  

	

то из сходимости  x k c
k

n( ) →
→∞

1 (где c Î  и 1n обозначает вектор-столбец из единиц размерности 
n ) и стохастичности матриц ( )A t вытекает сходимость ( ) 1n

k
x kT c

∞®
+ ® 

 при любом  = … −1 2 1, , ,T , 
следовательно, достигается консенсус между агентами.

Наконец, свойство (20) для ограниченных решений также очевидно из того, что матрицы ( )A t
стохастические (и, в частности, равномерно ограничены): если ( ) 1n

t
x t c

∞®
® (при некотором c Î  ), то 

( )1 1n nA t = , а следовательно,

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 .n n n
t

A t x t A t x t c c c
∞®

= - + ® 	

2. Доказательство леммы 1 и теоремы 1.
Лемма о фейеровском отображении.
Доказательства теоремы и леммы используют следующий технический результат.
Лемма 4. Пусть P – фейеровский оператор в некоторой норме × , и  0ξ – его неподвижная точка. Обозначим 

( ) 0 0 0d Pξ ξ ξ ξ ξ- - - ³ и рассмотрим ограниченную последовательность векторов ( )tξ такую, что 
что ( )( ) 0

t
d tξ

®¥
® . Тогда

	 ( ) ( ) 0.
t

P t t
∞

ξ ξ
®

- ® 	

Доказательство. Предположим противное: ( ) ( )r rP t tξ ξ ε- ³ для любого r Î , ε > 0, и последовательности 
rt ∞® . Переходя к меньшей подпоследовательности, можно предположить, не умаляя общности, что векторы 
( )rtξ сходятся к пределу *

dξ Î  . Поскольку P – непрерывное отображение, имеем * *Pξ ξ ε- ³ при 
( )* 0d ξ = . Пришли к противоречию с (7), так как *ξ Î ( )P , в то время как 0 0

* *Pξ ξ ξ ξ- = - . Лемма 4 
доказана.

Доказательство леммы 1. Очевидно, что последовательность ( )tξ из леммы 1 ограничена в силу того, что 
расстояния от ( )tξ до любой точки из M не возрастают. Невозрастающая последовательность

	 ( ) ( ) 0 0a t tξ ξ- ³ 	

для произвольного элемента 0 Mξ Î имеет конечный предел при t ∞® . В частности, поскольку 
( ) ( )1P t tξ ξ= + , то

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 01 0.
t

a t a t t P t d t
∞

ξ ξ ξ ξ ξ
®

- + = - - - = ® 	

В силу леммы 4, мы доказали, что ( ) ( ) 0
t

P t t
∞

ξ ξ
®

- ® .

Отметим теперь, что в силу ограниченности, существует подпоследовательность ( )ktξ , сходящаяся 
к некоторому элементу *

dξ Î  . Очевидно, что
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( ) ( )( ) ( )* * lim 0,k k

k
P P t t

∞
ξ ξ ξ ξ

®
- = - =

	
т.е. * Mξ Î . Поскольку 0ξ в рассуждении выше произвольно, мы можем выбрать 0 *ξ ξ= . Поскольку при 

kt t³ , мы имеем

	 ( ) ( )* *0 ,kt tξ ξ ξ ξ£ - £ - 	

где правая часть может быть сделана сколь угодно малой при большом k, то ( ) * 0
t

t
∞

ξ ξ
®

- ® . Лемма 1 доказана.
Доказательство теоремы 1. Сначала введем некоторые вспомогательные обозначения. Выберем 

произвольную точку �0 Î �*  и положим, по определению, ( ) 0 0 0i iPδ ξ ξ ξ ξ ξ- - - ³ . Пусть 
� �i

j ij
jt a t t( ) = ( ) ( )∈∑ 

� . Центральная идея доказательства состоит в исследовании свойств векторов 
( ) ( )( )i ix t x t Î=  , компоненты которых ( ) ( ) 0i

ix t tξ ξ- обозначают расстояния от состояний агентов 
( )i tξ до выбранной неподвижной точки.
Шаг 1. Покажем сначала, что для каждого из указанных в теореме алгоритмов векторы ( )x t удовлетворяют 

усредняющему рекуррентному неравенству (18).

В случае алгоритма (21) имеем

	
x t P t t

a t t a

i i
i i

j
ij

j

j

+( ) = ( )( )− ≤ ( )− =

= ( ) ( )−( ) ≤

( )

∑ ∑

1 0
8

0

0

� � � �

� �� � iij
j

j
ij jt t a t x t( ) ( )− = ( ) ( )∑� �0 � .

	 (28)

Аналогично рассматривается случай (22). Обозначив � �i
j ij j

jt a t P t( )= ( ) ( )( )∈∑
�


� , имеем

	

x t P t t

a t P t

i i
i i

j
ij j

j

+( ) = ( )( )− ≤ ( )− =

= ( ) ( )( )−( ) ≤

( )

∑

1 0
8

0

0

� � � �

� ��
jj

ij j
j

j
ij

j

j
ij j

a t P t

a t t a t x t

∑

∑ ∑

( ) ( )( )− ≤

≤ ( ) ( )− = ( ) (

( )
�

� �

� �

� �

0
8

0 )).

	 (29)

В случае алгоритма (23) нетрудно видеть, что

	
x t a t P t a t P ti

j
ij j

j

j
ij j

j+( ) = ( ) ( )( )−( ) ≤ ( ) ( )( )− ≤

≤

∑ ∑
( )

1 0 0
8

� �ξ ξ ξ ξ

jj
ij

j

j
ij ja t t a t x t∑ ∑( ) ( )− = ( ) ( )� �ξ ξ0 .

	 (30)

В случае алгоритма (24) имеем

	

x t a t P t a t t

a t

i ii i
i

j i
ij

j

ii

+( ) = ( ) ( )( )−( )+ ( ) ( )−( ) ≤

≤ ( )

≠
∑1 0 0ξ ξ ξ ξ�

PP t a t t

a t t

i
i

j i
ij

j

ii
i

j i

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

( )( )− + ( ) ( )− ≤

≤ ( ) ( )− +

≠

( )

≠

∑

∑

0 0
8

0

�

�aa t x t a t x tij j
j

ij j( ) ( ) = ( ) ( )
∈
∑


� .

	 (31)

Заметим, что ( )ix t неотрицательны в силу определения. В силу теоремы 3 усредняющее неравенство 
(18) устанавливает консенсус, т. е. ( )  0i

t
x t c i

∞®
® ³ " , где c зависит от конкретного решения. Из теоремы 

3 также следует, что
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	 �i
t

t i( ) → ∀ ∈
→�

0 � � � � , 	 (32)

где невязки ∆i t( )определены формулой (19).
Шаг 2. Исследуя структуру невязок ∆i , покажем, что

	 ( ) ( )     1 0 ,i i

t
t t i

∞
ξ ζ

®
+ - ® " 	 (33)

	 ( )( ) ( )     0 .i i
i

t
P t t i

∞
ξ ξ

®
- ® " 	 (34)

Векторы ( )i tξ (а значит, и  ( )i tζ ) ограничены, так как расстояния ( )ix t от них до 0ξ ограничены сверху 
в силу (18). Для алгоритма (21) из неравенства (28) следует, что

	 �i
i

i
i

i
it t P t t( ) ≥ ( )− − ( )( )− = ( )( )� � � � � �0 0 . 	 (35)

Применяя лемму 4 к  iP P= из (32) получаем ( )( ) ( ) 0i i
i

t
P t t

∞
ζ ζ

®
- ® , что эквивалентно (33), поскольку 

( ) ( )( )1i i
it P tξ ζ+ = . Чтобы вывести (34), заметим, что

	 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 0.i i i i i i
i i

t
P t t P t t t t

∞
ξ ξ ζ ζ ζ ξ

®
£ + - + £ - + - + ® 	

В случае алгоритма (24), заметим, что (31) дает

	 �i ii
i

i
i

i
it a t t P t t( ) ≥ ( ) ( )− − ( )( )−( ) ≥ ( )( )� � � � �� �0 0 , 	 (36)

где 0η > – константа из предположения теоремы. Применяя лемму 4, можно доказать (34), что влечет 
за собой также (33), поскольку

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 .i i i i
ii it t a t P t tξ ζ ξ ξ+ = + - 	

Доказательство в случае алгоритма (22) объединяет две вышеупомянутые оценки. Во-первых, (29) 
приводит к неравенству

	 �i
i

i
i

i
it t P t t( ) ≥ ( )− − ( )( )− = ( )( )� � � � � �0 0 , 	 (37)

которое аналогично (35) и, поскольку ( )( ) ( )1i i
iP t tζ ξ= + , влечет

	 ( ) ( )1 0.i i

t
t t

∞
ξ ζ

®
+ - ® 	 (38)

Во-вторых, (29) также влечет (36), что, в свою очередь, влечет (34). Таким образом,

	 ( ) ( ) 0.i i

t
t t

∞
ζ ζ

®
- ® 	 (39)

Это доказывает (33), так как ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 .i i i i i it t t t t tξ ζ ξ ζ ζ ζ+ - £ + - + -

Доказательство для алгоритма (23) аналогично доказательству для алгоритма (22). В этом случае (38) 
выполнено по определению iζ (левая часть равна 0), а неравенство (36) легко следует из (30), поскольку

	 ( ) ( ) ( )( )( )    0 0 0 .j j
ij ja t t P t j iξ ξ ξ ξ- - - ³ " ¹ 	

По аналогии с алгоритмом (22) можно проверить выполнение уравнений (34) и (33).
Таким образом, мы доказали, что при всех алгоритмах, изучаемых в теореме, решения обладают тем 

свойством, что

	 f t t t t a t ti i i i

j
ij

j

t
( )= +( )− ( ) = +( )− ( ) ( ) →

∈ →
∑

�
� � � �

�
1 1 0



� . 	

Отметим теперь, что состояния агентов iξ , в силу определения ( )if t , могут рассматриваться как 
траектории усредняющей системы с возмущением:

	 ξ ξi

j
ij

j it a t t f t+( ) = ( ) ( )+ ( )∑1 � , 	
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где ( )if t – нечто, сходящееся к нулю. В силу леммы 2 наличие исчезающих на бесконечности возмущений15  
не нарушает синхронизации между агентами: ( ) ( ) 0i j

t
t t

∞
ξ ξ

®
- ® .

Шаг 3. Расмотрим теперь состояние агента с индексом i Î  . Поскольку векторы ( )i tξ ограничены, 
то существует последовательность rt ∞® такая, что ( ) *

i d
r

r
t

∞
ξ ξ

®
® Î  . Ввиду синхронизации мы имеем 

( ) *
j

r
r

t
∞

ξ ξ
®
®

 
для каждого j Î . Из свойства (34) следует, что ( )  * *iP iξ ξ= " , отсюда Î* *ξ ÎΞ∗. Остается показать, 

что ( ) *
i

t
t

∞
ξ ξ

®
® . Заметим, что на шаге 1 мы не уточняли выбор 0ξ , которая может быть произвольной 

точкой в Ξ∗. Мы доказали, что для любой такой точки расстояния ( ) ( ) 0i
ix t tξ ξ= - сходятся к некоторому 

значению c , зависящему от 0ξ и начальных условий. В частности, подставляя 0
*ξ ξ= , получаем, что 

существуют пределы

	 ( ) ( )     * *lim .i
i

t
x t t c i

∞
ξ ξ

®
= - = " 	

Вспоминая, что ( ) 0i r
r

x t
∞®

® , имеем * 0c = , что доказывает достижение консенсуса (25), причем общий 
предел состояний агентов в (25) равен Î* *ξ Î Ξ∗.
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Abstract. The history of the alternating projection method for finding a common point of several convex 
sets in Euclidean space goes back to the well-known Kaczmarz algorithm for solving systems of linear 
equations, which was devised in the 1930s and later found wide applications in image processing and 
computed tomography. An important role in the study of this method was played by I.I. Eremin’s, 
L.M. Bregman’s, and B.T. Polyak’s works, which appeared nearly simultaneously and contained general 
results concerning the convergence of alternating projections to a point in the intersection of sets, 
assuming that this intersection is nonempty. In this paper, we consider a modification of the convex set 
intersection problem that is related to the theory of multi-agent systems and is called the constrained 
consensus problem. Each convex set in this problem is associated with a certain agent and, generally 
speaking, is inaccessible to the other agents. A group of agents is interested in finding a common point 
of these sets, that is, a point satisfying all the constraints. Distributed analogues of the alternating 
projection method proposed for solving this problem lead to a rather complicated nonlinear system of 
equations, the convergence of which is usually proved using special Lyapunov functions. A brief survey 
of these methods is given, and their relation to the theorem ensuring consensus in a system of averaging 
inequalities recently proved by the first author is shown (this theorem develops convergence results for 
the usual method of iterative averaging as applied to the consensus problem).

Keywords: alternating projection method, convex programming, Fejér mappings, distributed algorithms, con-
sensus, multi-agent systems.




